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摘要： 流变过程中堆石颗粒不断破碎，分形维数在流变过程中随时间发生变化。 基于流变过程基本规律，将分

形理论应用于堆石料流变过程，构造了两类随时间变化的流变过程分形维数，并建立了颗粒破碎率与分形维数

的关系。 通过分析过程流变试验颗粒破碎率的变化规律，验证了流变过程中双曲线型分形维数假定的合理性。
在此基础上，考虑流变过程中的能量关系并结合颗粒破碎耗能的相关研究，进一步推导了堆石料流变过程中体

变随时间的变化规律，从而建立堆石料特定荷载情况下的流变本构模型。 与试验结果对比表明：该模型可以从

分形的角度反映堆石料流变规律。
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国内外许多座已建成的土石坝观测资料显示，坝体在竣工蓄水后仍然持续产生后期变形。 除了库水位

变化和降雨等干湿循环引起的堆石料湿化变形以外，坝体后期变形主要因素就是流变。 长时间的流变会引

起坝体应力分布不均匀， 恶化心墙及面板应力变形性状，导致心墙发生水力劈裂或面板裂缝， 直接危及大

坝安全［１］。 堆石料的流变对于坝体的后期安全预测至关重要，研究堆石料的流变特性，提高对流变的认识

水平有利于更好地评估坝体的安全性。
国内外很多学者开展了堆石料流变特性及机理的研究工作，对堆石颗粒的流变机理和规律，有一个比较

共性的认识，即流变实质上是由于堆石颗粒在变形过程中不断破碎－重排的应力调整过程。 随着时间的延

长，颗粒破碎逐渐减少，堆石的流变变形也逐渐趋于稳定。 这从颗粒破碎和重排的角度定性地解释了流变机

理和规律。
近些年，分形理论成为研究颗粒破碎及粒状材料级配演变的重要工具，根据 ＭｃＤｏｗｅｌｌ 及 Ｃｏｏｐ 等［２⁃３］ 的

研究，颗粒破碎后会趋于自相似分布，呈现分形特征；分形与级配相关，很多学者也将分形理论应用于粗粒土

缩尺方法研究；陈海洋等［４－７］通过相关试验研究发现粒状材料的分形规律受加载条件和颗粒粒径影响，并且

与颗粒破碎有一定的相关性；石修松等［８］ 运用分形维数研究了堆石料的破碎特性，发现破碎会导致分形维

数的增大，破碎后的分形维数与 Ｍａｒｓａｌ［９］破碎指标有良好的线性关系。 可见分形维数不仅可以描述粒径的

大小、颗粒组成的均一程度，还可以用于描述单一粒径级配分布的集中程度，能够较全面地反映颗粒破碎后

的粒径分布状况，在研究颗粒破碎及级配演变方面具有较强的优势。
Ｘｉａｏ 等［１０］在 Ｅｉｎａｖ 等［１１］研究基础上，将分形维数引入堆石料级配表达式，从而将颗粒破碎率与分形维
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数建立联系，通过不同围压不同初始孔隙比的堆石料剪切试验分析了颗粒破碎对堆石料强度和变形的影响。
在这个思路的启发下，考虑到棱角显著容易破碎的软岩堆石料，颗粒破碎引起的流变量较为可观，在前期较

长时间内颗粒破碎是流变的主因，流变过程可以近似看作颗粒破碎或级配随时间演变的过程，这种情况下，
粒状材料的分形理论同样可应用于堆石料流变过程分析。 在此基础上，本文首先推导了两种可能的流变过

程分形维数表达式，然后通过过程流变试验验证了双曲线型分形维数的合理性，最后结合贾宇峰等［１２］ 和

Ｕｅｎｇ 等［１３］研究建立一个考虑颗粒破碎的流变本构模型。 由于流变时间较长，试验用料有限，同时为了验证

流变过程中堆石颗粒破碎率随时间的变化规律，需要同一级配下进行多组试验，以便确定不同时间停止的过

程流变试验的颗粒破碎率，试验精度要求较高，筛分工作量大，周期较长，本文主要侧重单一围压单一偏应力

试验结果的理论陈述，后续考虑不同试验条件以及分析本构模型的影响因素。

１　 分形理论与颗粒破碎

１􀆰 １　 分形理论与级配

自相似性和分形是许多自然事物和现象的客观特征。 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ［１４］建立了二维空间的颗粒大小分形特

征模型；Ｔｙｌｅｒ 等［１５］对该模型进行了推广，建立了三维空间的粒径分布分维模型。 贾荷花等［１６］进一步指出分

形理论在颗粒物研究中的应用价值。 本文主要在三维空间分形模型基础上，通过假设不同的粒级土体具有

相同的密度等条件，用颗粒质量代替颗粒的体积，推导出计算土体粒径分布分形维数的质量分布模型，以此

研究堆石料颗粒破碎的分形特性［８］。
在三维空间中，大于某一特征尺度 ｄｉ 的土颗粒构成的体积为：
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式中： Ｄ为分形维数； ＣＶ，λＶ 均为常数，与颗粒的大小、形状相关。 设ＭＴ 为总质量，Ｍ（ρ ＜ ｄｉ） 为粒径小于 ｄｉ

颗粒的质量，由上述关系可得：
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式中： ｄｍａｘ 为最大颗粒粒径。
根据土体级配的定义，相应的级配曲线为：
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分形维数反映了颗粒破碎后粒径的大小及分布的均匀程度。 分形维数越大，复杂形体占有空间的有效

性越高，破碎量越大。 流变过程中颗粒不断破碎，分形维数随时间不断增大并趋于稳定，假定 Ｄｔ ＝ ｆ ｔ( ) 。 流

变过程中级配随时间的变化可表示为：
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式中： ｆ（ ｔ） 为流变过程中分形维数随时间的函数关系式。
１􀆰 ２　 颗粒破碎率与时间的关系

对于初始级配，根据级配曲线选择数据点，用 ｙ ＝ ｍｘｎ 形式函数拟合，其中 ｘ 对应颗粒粒径 ｄ ，然后级配

曲线进一步转化成为 φ ｄ( ) ＝ ｄ
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０
ｍｄｎｄ（ｌｇｄ） ，则堆石颗粒初始分形维

数 Ｄ０ ＝ ３ － ｎ
ｍｄｎ－１

ｍａｘ

。

根据文献［８］的堆石料三轴试验颗粒破碎成果，在常规高围压下，颗粒破碎率达到 ３０％时，分形维数约

为 ２􀆰 ７ 左右。 若要进一步提高颗粒破碎率以提高试验后的分形维数，需要越来越高的围压，考虑到后文涉及

１６
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的试验围压为 ２􀆰 ６ ＭＰａ，并且试样初始分形维数较低，若达到 ３０％的颗粒破碎率则需要的流变时间将会很

长，甚至难以达到 ３０％的颗粒破碎率，因此本文假定此种情况对应的最终分形维数 Ｄｕ ＝ ２􀆰 ７，以便于后续计

算。 值得注意的是，粒状材料其实很难达到最终分形维数 Ｄｕ ，并且最终分形维数 Ｄｕ 与颗粒材料属性有关，
若材料易破碎，则材料达到的最终分形维数越大，更接近最大分形维数 ３。

堆石料流变过程是颗粒不断滑移、破碎和重排的过程，前期颗粒体系剧烈变化，后期颗粒体系逐渐平衡

至稳定。 在整个过程中，颗粒破碎率随时间的增长率逐渐减小直至为零，最终堆石颗粒不再破碎。 根据流变

过程中颗粒破碎率随时间的变化规律，假定流变过程中分形维数表达式为 Ｄｔ ＝ ω（ ｔ） ，则 Ｄｔ 需满足如下

条件：

Ｄｔ ＝
Ｄ０，ｔ ＝ ０
Ｄｕ，ｔ ＝ ＋ ∞{ （５）

图 １　 级配演化规律

Ｆｉｇ􀆰 １ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｌａｗ ｏｆ ｇｒａｄｉｎｇ

式中： Ｄ０ 为初始分形维数； Ｄｕ 为最终分形维数。 同时

考虑 Ｄｔ 前期增长较快，后期增长较为缓慢，即 ｄＤｔ ／ ｄｔ 为
时间 ｔ 的减函数。

借鉴流变理论中体变和剪应变随时间的变化规律，
可得流变过程中分形维数具有指数和双曲线两种形式，
表达式分别为： Ｄｔ ＝ Ｄ０ｅｘｐ（ － ａｔ） ＋ Ｄｕ（１ － ｅｘｐ（ － ａｔ））

和 Ｄｔ ＝
（Ｄｕ － Ｄ０） ｔ

ａ ＋ ｔ
＋ Ｄ０，其中 ａ 为参数。 若级配曲线中

粒径横坐标采用对数坐标，具体如图 １，可根据堆石颗

粒流变过程中的初始级配 φ０，ｔ 时刻的级配 φｔ ，以及最

终级配 φｕ 确定流变过程中颗粒破碎率随时间的变化，
得到颗粒破碎率 Ｂｒ：

Ｂｒ ＝
∫ｄＭ
ｄｍ

φｔ － φ０( ) ｄ ｌｇｄ( )

∫ｄＭ
ｄｍ

φｕ － φ０( ) ｄ ｌｇｄ( )

＝
∫ｄＭ
ｄｍ

φｔ － φ０( ) ｄ －１ｄｄ

∫ｄＭ
ｄｍ

φｕ － φ０( ) ｄ －１ｄｄ
＝

Ｄｔ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｕ( )

Ｄｕ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｔ( )
＝ ξ（ ｔ） （６）

对于指数型分形维数 Ｄｔ，颗粒破碎率为：

ζ（ ｔ） ＝ －
３ － Ｄｕ

Ｄｕ － Ｄ０

＋
３ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｕ( )

Ｄｕ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｔ( )
＝ ｒ１ ＋ １

ｒ２ ＋ ｒ３ｅｘｐ（ － ａｔ）
（７）

式中： ｒ１ ＝ － ０􀆰 ３
２􀆰 ７ － Ｄ０

， ｒ２ ＝
２􀆰 ７ － Ｄ０

３ － Ｄ０
， ｒ３ ＝

２􀆰 ７ － Ｄ０( ) ２

０􀆰 ３（３ － Ｄ０）
。

对于双曲线型分形维数 Ｄｔ，颗粒破碎率为： ζ（ ｔ） ＝ －
３ － Ｄｕ

Ｄｕ － Ｄ０

＋
３ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｕ( )

Ｄｕ － Ｄ０( ) ３ － Ｄｔ( )
＝ ｓ１ ＋ ａ ＋ ｔ

ｓ２ａ ＋ ｓ３ ｔ
（８）

式中： ｓ１ ＝ － ０􀆰 ３
２􀆰 ７ － Ｄ０

， ｓ２ ＝
２􀆰 ７ － Ｄ０

０􀆰 ３
， ｓ３ ＝

２􀆰 ７ － Ｄ０

３ － Ｄ０
。

２　 堆石料的过程流变试验

２􀆰 １　 试验安排及说明

为了研究堆石料流变过程中的颗粒破碎率随时间的变化，需要针对同一试样以流变时间为变量进行不

同流变时间的过程流变试验，以验证哪一种流变过程颗粒破碎率表达式较为适合。 对于三轴流变试验，每级

荷载需要维持 ７～１０ ｄ 或更长，而流变过程中的颗粒破碎和体积流变变形主要发生在流变初期，另外本文所

用的堆石料在 ２０ ｈ 以后体积流变变形很小，因此本研究主要进行 ２４ ｈ 以内的过程流变试验，即相同级配的

２６
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堆石料在相同围压下，先剪切再维持相同偏应力进行 ０，１，４，８ 和 ２４ ｈ 三轴剪切流变试验，其中 ０ ｈ 的含义指

只进行剪切试验。 由于对湿堆石料晾晒筛分需要大量时间，本试验采用干样，试验结束后即可进行筛分。 每

次三轴堆石料流变试验均使用同一组试样，试样来源观音岩水电站，为砂岩堆石料，有一定的棱角，同时颗粒

相对容易破碎，试样按孔隙率 ０􀆰 ２２ 控制制样密度，具体颗粒级配情况见表 １。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　
　

　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　

　
　

　 表 １　 试样颗粒级配

Ｔａｂ􀆰 １　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｉｚｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓａｍｐｌｅ

粒径 ／ ｍｍ ６０～５０ ５０～４０ ４０～３０ ３０～２０ ２０～１０ １０～５ ＜５

质量百分比 ／ ％ ８􀆰 ５２ ８􀆰 ２２ ９􀆰 ７９ １６􀆰 ６８ ２０􀆰 ２１ １５􀆰 ２０ ２１􀆰 ３８

为了保证试验的精度，同时考虑到三轴流变试验

中堆石颗粒主要为大粒径颗粒的棱角破碎，在常规筛

子基础上自制 ３０ ｍｍ 和 ５０ ｍｍ 的筛子，以便在大粒

径范围内更加细致地捕捉颗粒破碎情况。
由于本试验以流变时间为变量追踪每个流变试

验前后的颗粒破碎率，因此需保证制样、固结和施加偏应力的一致性。 初次试验时试样经过试振，确定后续

每次试验试样分 ５ 层装入护筒，每层振动时间为 ５０ ｓ，以便制成的试样保持尽量相似的密实度。 试验围压为

２􀆰 ６ ＭＰａ，最终偏应力为 ３５４ ｋＮ，对应 ５ ＭＰａ。 每次试验围压均施加至 ２􀆰 ６ ＭＰａ，维持相同固结时间，然后以

相同加载速率逐渐施加偏应力至 ５ ＭＰａ，同样维持相同时间；然后维持恒定荷载，以偏应力刚加至 ５ ＭＰａ 时

为流变起始时间，进行不同流变时间的过程流变试验。 本次试验，流变过程中颗粒破碎率约达 ７％，主要原

因在于剪切过程中颗粒破碎并不完全，从而在流变阶段特别是流变初始阶段同样产生较大的颗粒破碎。
２􀆰 ２　 分形维数的确定

对室内大三轴流变级配曲线，采用如下方法拟合：自定义拟合函数 ｙ ＝ ｘ
ｄＭ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

或者 ｙ ＝ １００ ｘ
ｄＭ

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

，其中 ｄＭ

对应最大粒径， ｘ 和 ｙ 分别对应堆石料粒径和小于此粒径堆石料所占质量百分比，这样根据级配曲线即可确

定出分形维数 Ｄ ＝ ３ － α ，假定最终分形维数为 Ｄｕ ＝ ２􀆰 ７，初始试样分形维数为 Ｄ０，当前试验分形维数为 Ｄｔ ，

于是颗粒破碎率 Ｂｒ ＝
Ｄｔ － Ｄ０( ) ４ － Ｄｕ( )

Ｄｕ － Ｄ０( ) ４ － Ｄｔ( )
。 根据试验所设计的级配，采用上述方法可得此种堆石料初始级

配对应的分形维数为 Ｄ０ ＝ ２􀆰 ４６１ ３。
２􀆰 ３　 颗粒破碎率的计算

颗粒破碎率的计算采用 Ｘｉａｏ 等［１０］对塔城堆石料（ＴＲＭ）的计算方法，该方法在 Ｅｉｎａｖ［１１］ 基础上将分形

维数引入堆石颗粒级配，通过分形维数变化计算颗粒破碎率。 考虑本次试验组数较多，每次试验结束后均需

进行筛分，对于颗粒粒径大于 ５ ｍｍ 的堆石颗粒筛分工作相对省力，若继续筛分 ５ ｍｍ 以下堆石颗粒，工作量

变得巨大，本次试验只将堆石颗粒筛至 ５ ｍｍ，不再细致筛分。 在处理级配曲线时，由于没有细颗粒级配数

据，粒径横坐标不再采用 Ｘｉａｏ 等［１０］使用的对数坐标，而采用常规坐标，颗粒破碎率的推导需稍作变化，将式

（６）中的 ｄ（ｌｇｄ）改为 ｄｄ，推导过程如下：

Ｂｒ ＝
∫ｄＭ
ｄｍ

φｔ － φ０( ) ｄｄ

∫ｄＭ
ｄｍ

φｕ － φ０( ) ｄｄ
＝

Ｄｔ － Ｄ０( ) ４ － Ｄｕ( )

Ｄｕ － Ｄ０( ) ４ － Ｄｔ( )
（９）

式（９）仅用于确定本文过程流变试验不同时间的颗粒破碎率，以此为基础数据，进一步确定常用的对数

坐标下的分形维数对应的颗粒破碎表达式（７）和式（８）中的各个参数。
２􀆰 ４　 流变过程中颗粒破碎率

经过大量的颗粒破碎试验，剔除误差较大试验数据，并结合式（９）计算颗粒破碎率，可得堆石颗粒不同

流变时间结束后的级配和颗粒破碎率（见表 ２）。 ０，１，４，８，１４ ｈ 过程流变试验对应的最终颗粒破碎率分别为

１１􀆰 ６４２％，１６􀆰 ８５８％，１７􀆰 ０８４％，１８􀆰 １０３％和 １８􀆰 ８９７％。

３６
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表 ２　 过程流变试验结束后的级配

Ｔａｂ􀆰 ２　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｉｚｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｔｅｓｔ

不同粒径颗粒含量 ／ ％

粒径区间 ／ ｍｍ 制样前 剪切结束 １ ｈ ４ ｈ ８ ｈ ２４ ｈ

６０～５０ ８􀆰 ５２ ８􀆰 ０６ ５􀆰 ９６ ６􀆰 ６５ ６􀆰 ８１ ７􀆰 ３６

５０～４０ ８􀆰 ２２ ７􀆰 ３５ ９􀆰 ５５ ８􀆰 ７２ ８􀆰 ４６ ６􀆰 ７２

４０～３０ ９􀆰 ７９ １１􀆰 ０２ ８􀆰 ６２ ８􀆰 ６０ ９􀆰 ２３ １１􀆰 ３９

３０～２０ １６􀆰 ６８ １４􀆰 ４８ １７􀆰 ７８ １７􀆰 １９ １７􀆰 ３８ １３􀆰 ５１

２０～１０ ２０􀆰 ２１ １９􀆰 ５３ １９􀆰 ４０ ２０􀆰 １５ ２０􀆰 ２１ ２０􀆰 ０６

１０～５ １５􀆰 ２０ １５􀆰 ７７ １４􀆰 ９０ １５􀆰 ４７ １３􀆰 ９２ １６􀆰 ６４

＜５ ２１􀆰 ３８ ２３􀆰 ７９ ２３􀆰 ８１ ２３􀆰 ２２ １３􀆰 ９２ ２４􀆰 ３３

根据 １􀆰 ２ 节的论述，假定流变过程中分形维数按照指数和双曲线两种形式变化，可得颗粒破碎率随时间

变化的两种形式，即 Ｂｒ（ ｔ） ＝ ｒ１ ＋ １ ／ （ ｒ２ ＋ ｒ３ｅｘｐ（ － ａｔ）） 和 Ｂｒ（ ｔ） ＝ ｓ１ ＋ （ａ ＋ ｔ） ／ （ ｓ２ａ ＋ ｓ３ ｔ） ，用这两种形式拟合

流变过程颗粒破碎率随时间变化。 对于两种类型的颗粒破碎率，考虑 ｔ ＝ ０， Ｂｒ ＝ ０􀆰 １１６ ４２，即剪切阶段颗粒

破碎率为 １１􀆰 ６４２％，可得 ｒ１ ＋ １ ／ （ ｒ２ ＋ ｒ３）＝ ０􀆰 １１６ ４２ 或 ｓ１ ＋ １ ／ （ ｓ２ ＋ ｓ３）＝ ０􀆰 １１６ ４２。 根据流变过程中颗粒破碎

率与时间的关系，假定试样在本试验应力条件下，流变时间足够长，最终颗粒破碎率为 ０􀆰 １９２，即 ｔ→∞， Ｂｒ ＝
０􀆰 １９２，则 ｒ１ ＋ １ ／ ｒ２ ＝ ０􀆰 １９２ 或 ｓ１ ＋ １ ／ ｓ２ ＝ ０􀆰 １９２。 若定义 ｂ ＝ ｒ２ ／ ｒ３ 或 ｓ２ ／ ｓ３，则 Ｂｒ ＝ ｆ（ ｔ，ｂ，ａ） ，其中 ａ 为流变分

形维数 Ｄｔ中的参数。
若采用双曲线型函数拟合，对于 ａ＝ １􀆰 ０２～２􀆰 ０２， ｂ ＝ １􀆰 ０１ ～ ３􀆰 ０１，拟合曲线波动范围如图 ２ 所示，ａ，ｂ 适

当取值可保证拟合曲线在初始阶段与试验结果相差不大，并在 ２４ ｈ 后收敛于最终颗粒破碎率。 经对比，选
取 ａ＝ １􀆰 ０２， ｂ＝ １􀆰 ０１ 对应的参数值，拟合参数 ｓ１，ｓ２，ｓ３，ａ 的较优拟合值分别为－０􀆰 ６３９ ６， １􀆰 ３２２ ８，１􀆰 ２０２ ５，
１􀆰 ０２。 较优值参数拟合曲线与试验曲线如图 ３。 图 ４ 中绿线和红线为采用指数型函数拟合结果，绿线对应

ａ＝ ０􀆰 ７，ｂ＝ ０􀆰 １～１􀆰 ０ 的拟合结果，红线对应 ａ＝ ０􀆰 ３，ｂ＝ ０􀆰 １～１􀆰 ０ 拟合结果。 这两种拟合结果相当于指数形式

函数多种拟合曲线的两个边界，从图 ４ 中可以看出绿线拟合结果收敛过快，２４ ｈ 前已收敛至最终颗粒破碎

率，与基本试验规律相差较大；红线拟合结果满足 ２４ ｈ 收敛于定值的条件，但是初期颗粒破碎率与试验值比

较过低，这说明指数型函数拟合难以兼顾最终收敛和初始值接近实际的条件。 因此拟合堆石颗粒流变过程

中颗粒破碎率与时间的变化采用双曲线型更加适合，也就是流变过程中分形维数随时间的变化采用双曲线

型更适合，即 Ｄｔ ＝ （Ｄｕ － Ｄ０） ｔ ／ （ａ ＋ ｔ） ＋ Ｄ０，本文后续的体变规律验证采用双曲函数变化的分形维数 Ｄｔ，同时

以此为基础确定流变过程中的颗粒破碎率。

图 ２　 颗粒破碎率的双曲线型拟合

Ｆｉｇ􀆰 ２ Ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ⁃ｆｉｔｔｉｎｇ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｂｒｅａｋａｇｅ ｉｎｄｅｘ

　 　

图 ３　 本文选取的颗粒破碎率双曲线型拟合

Ｆｉｇ􀆰 ３ Ｆｉｎａｌ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ⁃ｆｉｔｔｉｎｇ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｂｒｅａｋａｇｅ ｉｎｄｅｘ

　 　

图 ４　 不同类型颗粒破碎率拟合比较

Ｆｉｇ􀆰 ４ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｉｔｔｉｎｇ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｂｒｅａｋａｇｅ ｉｎｄｅｘ
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　 第 ６ 期 卞士海， 等： 分形理论在堆石料流变中的应用

３　 基于分形理论的流变本构模型及验证

３􀆰 １　 理论推导

Ｕｅｎｇ 和 Ｃｈｅｎ 研究了砂土在排水剪切试验条件下考虑破碎的能量关系［１３］，贾宇峰等［１２］在此基础上进一

步分析了考虑颗粒破碎的堆石料三轴剪切过程能量关系，对于常规三轴剪切试验：
σ１

σ３

＝ １ ＋
ｄεｐ

ｖ

ｄεｐ
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔａｎ２（４５° ＋

φｆ

２
） ＋

ｄＥＢ

σ３ｄεｐ
１

（１ ＋ ｓｉｎφｆ） （１０）

ｐ ＝
σ１ ＋ ２σ３

３
（１１）

ｑ ＝ σ１ － σ３ （１２）

ｄεｓ ＝
２
３
（ｄε１ － ｄε３） （１３）

ｄεｖ ＝ ｄε１ ＋ ２ｄε３ （１４）
滑动摩擦角 φｆ 与 ｐ⁃ｑ 平面内土体的临界状态线斜率 Ｍｃｒ 的关系：

ｔａｎ２（４５° ＋
ϕｆ

２
） ＝

１ ＋ ｓｉｎϕｆ

１ － ｓｉｎϕｆ

＝
３ ＋ ２Ｍｃｒ

３ － Ｍｃｒ
（１５）

综合以上，可得： ｐｄεｐ
ｖ ＋ ｑｄεｐ

ｓ ＝ Ｍｃｒｐｄεｐ
ｓ ＋ ２ｑ － ３ｐ

９
Ｍｃｒｄεｐ

ｖ ＋
（３ － Ｍｃｒ）（６ ＋ ４Ｍｃｒ）

３（６ ＋ Ｍｃｒ）
ｄＥＢ （１６）

剪切过程中满足土体能量平衡方程的滑动摩擦系数 Ｍ 是变化的，上式改为：

ｐｄεｐ
ｖ ＋ ｑｄεｐ

ｓ ＝ Ｍｐｄεｐ
ｓ ＋ ２ｑ － ３ｐ

９
Ｍｄεｐ

ｖ ＋ （３ － Ｍ）（６ ＋ ４Ｍ）
３（６ ＋ Ｍ）

ｄＥＢ （１７）

对于三轴流变过程，假定流变过程中土体中的颗粒与剪切过程类似都沿着同一个方向滑动，同时假定流

变过程中滑动摩擦角 ϕｆ 与临界状态线斜率 Ｍ 关系与剪切过程相同，流变过程中 σ１， σ３ 不变，时间 ｔ 为变量。
由颗粒滑动过程中的能量平衡仍可建立能量平衡关系式（１７），式（１７）中 ｄＥＢ ＝ γｄζ（ ｔ） ， ζ（ ｔ） 为流变过程中

的颗粒破碎率。
一般而言，剪切和流变过程中滑动摩擦系数是变化的，滑动摩擦系数 Ｍ 与堆石颗粒破碎耗能 ＥＢ成反相

关关系，若作此假设，则 Ｍ 为一个随时间变化的量，对式（１７）积分求解体变将变得很麻烦，同时堆石颗粒流

变过程中颗粒滑动及破碎远没有剪切过程剧烈，为了求解的方便，仍将 Ｍ 作为定值处理。 流变过程荷载恒

定，在此假定流变过程中弹性体应变和弹性剪应变增量： ｄεｅ
ｖ ＝ ０， ｄεｅ

ｓ ＝ ０，从而

ｄεｖ ＝ ｄεｐ
ｖ ， ｄεｓ ＝ ｄεｐ

ｓ （１８）
考虑三轴试验流变过程中：

εｖ ＝ ε１ ＋ ２ε３，εｓ ＝
２
３
（ε１ － ε３） （１９）

若试验中监测到 ε１ ＝ ｇ（ ｔ） ，则 εｓ ＋
１
３
εｖ ＝ ｇ（ ｔ） 。 整个剪切和流变过程中： ｇ（ ｔ） ＝ αｔ

β ＋ ｔ
＋ ε′１ ， ε′１ 为剪

切过程中产生的轴应变。 将流变开始时的轴应变清零，则流变过程中轴应变表达式为： ｇ（ ｔ） ＝ αｔ
β ＋ ｔ

， α，β 可

由试验的轴向流变应变与时间关系曲线拟合得到。
同理流变过程中的颗粒破碎率若以堆石颗粒开始流变为起始点，则颗粒破碎率的以下计算式同样需要

修正： ζ（ ｔ） ＝ ｓ１ ＋ ａ ＋ ｔ
ｓ２ａ ＋ ｓ３ ｔ

。 修正时，需满足条件： ｔ ＝ ０，ζ（ ｔ） ＝ ０，则 ζ（ ｔ） ＝ ａ ＋ ｔ
ｓ２ａ ＋ ｓ３ ｔ

。

由流变阶段颗粒滑移破碎过程中的能量关系式（１７） ～ （１９），可得三轴流变中的体变 εｖ 对时间的导数：

５６
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ｄεｖ

ｄｔ
＝

３ － Ｍ( ) （６ ＋ ４Ｍ）
３（６ ＋ Ｍ）

ｄＥＢ

ｄｔ
＋ （Ｍｐ － ｑ） ｄｇ（ ｔ）

ｄｔ

ｐ － ｑ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ ２Ｍ

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

（２０）

颗粒破碎率对时间求导：
ｄＥＢ

ｄｔ
＝
γａ（ ｓ２ － ｓ３）
ａｓ２ ＋ ｓ３ ｔ( )２

（２１）

流变过程中的轴应变对时间求导：
ｄｇ（ ｔ）
ｄｔ

＝ αβ
β ＋ ｔ( ) ２ （２２）

流变开始时同样对体变进行清零，仅计算流变阶段体变考虑初始条件：ｔ＝ ０， εｖ（ ｔ） ＝ ０，可得：

εｖ ＝
６（６ － ２Ｍ）γ

（６ ＋ Ｍ）（３ｐ － ｑ）
ａ ＋ ｔ

ｓ２ａ ＋ ｓ３ ｔ
－ １

ｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ９（Ｍｐ － ｑ）ａｔ

（３ｐ － ｑ）（３ ＋ ２Ｍ）（β ＋ ｔ）
（２３）

同时 εｓ ＝ ε１ － εｖ ／ ３，由此可得流变过程中的 εｖ 和 εｓ 关于时间 ｔ 的表达式。
３􀆰 ２　 试验验证

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　 表 ３　 模型参数取值

Ｔａｂ􀆰 ３　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 Ｍ α β γ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ａ

数值 １􀆰 ５８ ７􀆰 ７×１０－４ ０􀆰 ４７８ ０􀆰 ０４１ －０􀆰 ６４ １􀆰 ３２ １􀆰 ２０ １􀆰 ０２

图 ６　 模型计算值与试验值对比

Ｆｉｇ􀆰 ６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ
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图 ５　 轴应变曲线的拟合

Ｆｉｇ􀆰 ５ Ｃｕｒｖｅ⁃ｆｉｔｔｉｎｇ ｏｆ ａｘｉａｌ ｓｔｒａｉｎ

　 　 为了验证体变计算式（２３）的合理性，本文用 ４ ｈ 的

过程流变试验数据进行验证，围压 σ３＝ ２􀆰 ６ ＭＰａ，偏应力

σ１ － σ３ ＝ ５􀆰 ０ ＭＰａ。 试验中的颗粒级配同表 １，由于是

干样，采用三轴流变仪围压控制系统的侧位移变化来近

似计算体变，对试验中的轴应变变化采用函数拟合确定

α，β 值，如图 ５ 所示。 临界状态线斜率 Ｍ 取 １􀆰 ５８，参数

ｓ１，ｓ２，ｓ３，ａ 的取值分别为－０􀆰 ６３９ ６， １􀆰 ３２２ ８，１􀆰 ２０２ ５，
１􀆰 ０２。 对于 γ 的取值，Ｓａｌｉｍ 等［１７］ 曾研究过粗颗粒在剪

切过程中破碎耗能增量与颗粒破碎率增量的关系，剪切

过程中二者呈线性关系。 本文所用堆石料岩性不同，缺
少相关试验研究，通过调整最终取为 ０􀆰 ０４１，４ ｈ 过程流

变试验的具体参数如表 ３。 过程流变试验所用的试样

为干样，不能采用试样排水来测体变，只能采用三轴流

变仪围压控制系统的侧位移变化来近似计算体变。 由

于三轴流变仪性能有限，体变值出现了跳跃的情况，采
用推导得到的体变计算式与试验值进行对比，尽管试验

体变值发生跳跃，但是总体趋势仍符合流变规律，计算

结果与试验结果对比吻合较好，如图 ６ 所示，这一点说

明了堆石颗粒流变过程中颗粒破碎率按双曲函数变化

的合理性。
３．３　 模型特点

模型反映了堆石料流变过程中分形维数的变化，通
过分形维数的变化可以推导堆石料破碎率的变化，由此

可以统一堆石料剪切和流变过程中的颗粒破碎率变化，
有利于建立统一的黏弹塑性本构模型。 模型参数 ａ 可

以反映围压或者应力水平以及岩性对堆石料流变快慢

的综合影响，而初始级配对堆石料流变的影响可以体现
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在参数 ｓ１，ｓ２，ｓ３ 上。 模型可以基本反映流变过程的应变变化，但试样的内部和外部性质对参数的影响很难

定量化，这里只是初步研究，流变试验制样精度和应变精度的控制也是制约参数定量化的重要影响因素。

４　 结　 语

在分形理论框架下，将分形理论应用于堆石料流变，推导了两种可能的流变过程分形维数表达式，并给

出了流变过程颗粒破碎率与分形维数的关系；进行了一系列同一级配试样不同时间的过程流变试验，通过分

析过程流变试验中颗粒破碎率的变化，验证了流变过程中分形维数按双曲函数变化的合理性；最后在文献

［１３］研究的基础上，推导了流变过程中的堆石颗粒体应变变化规律，并通过试验验证了流变模型的合理性。
本文从分形理论的角度，以分形维数和颗粒破碎为切入点，阐释了堆石料的流变规律，为建立统一的黏弹塑

性本构模型建立基础。 本文试验数量较少，仅在同一围压同一偏应力下进行多个过程流变试验，岩性、围压、
应力水平、初始级配对模型参数的影响均需要进一步研究。
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