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用改进 Ｎａｊａｒ 能量法分析混凝土单轴受压损伤特性

罗　 曦， 彭　 刚， 刘博文， 王孝政
（三峡大学 土木与建筑学院， 湖北 宜昌　 ４４３００２）

摘要： Ｎａｊａｒ 能量法定义了损伤耗散能和无损应变能，并通过两者的比值确定了混凝土单轴受压情况下的损伤

变量。 该方法原理清晰，但不能在宏观上很好地描述混凝土单轴受压破坏的实际过程。 针对此问题改进了

Ｎａｊａｒ 能量法，将混凝土受压过程中的弹性变形和塑性变形剥离开来，定义了一个新的损伤变量。 为了对比分析

改进前后的方法，进行了不同加载速率下的混凝土单轴压缩试验，并对试验数据加以拟合。 以拟合后的试验数

据为基础，分别利用改进前后的两种方法计算了混凝土受压过程中损伤变量，得到了改进前后损伤变量随应变

变化的关系曲线。 对比分析发现，改进后的 Ｎａｊａｒ 能量法在计算上更为简便，而且在宏观上更符合混凝土单轴

受压的一般破坏规律。 同时，这一关系曲线也反映了混凝土材料的应变率效应。

关　 键　 词： 混凝土； 单轴受压； 损伤特性； Ｎａｊａｒ 能量法
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自 １９７６ 年 Ｄｏｕｇｉｌｌ 将损伤力学与混凝土性能结合，提出研究混凝土损伤特性，迄今已近 ４０ 年，在此期

间，关于混凝土损伤特性的研究已经引起了诸多学者的兴趣，也取得了丰富的研究成果。 逯静洲等［１］ 结合

人工神经网络研究了混凝土三轴抗压损伤特性；李庆斌等［２］根据损伤理论建立了基于静力损伤本构理论的

混凝土动力损伤本构方程；徐俊祥等［３］ 利用损伤力学理论，对混凝土结构的初始损伤进行了分析；肖诗云

等［４－５］研究了混凝土在不同应变速率下受拉和受压的损伤特性；彭刚等［６］ 研究了混凝土在有孔隙水压的不

同应变速率下的受压损伤特性。
基于不同的损伤观点，对损伤变量的定义也有所不同。 目前国内大多研究采用混凝土受压时力学性能

的退化来描述损伤的发展。 最近一些学者也尝试从能量法的角度定义损伤变量。 丁发兴等［７］ 通过塑性应

变能与混凝土吸收能量的比值定义损伤变量，并假设其与弹性模量损伤变量数值上相等来确定唯一的损伤

本构方程。 李淑春等［８－９］用 Ｎａｊａｒ 能量法来定义损伤变量。 Ｎａｊａｒ 能量法提出了理想状态下无损外力做功

Ｗｐｅｒｆ 的概念，并在此基础上定义了损伤耗散能 ＷＤ 。 该方法原理清晰，但其定义的损伤变量的演化与混凝土

实际受压的破坏过程并不十分吻合。 本文针对此问题对 Ｎａｊａｒ 能量法的损伤演化方程做了进一步改进，用
改进后的方法对不同应变速率下混凝土的受压损伤特性进行试验研究，并基于 Ｗｅｉｂｕｌｌ⁃Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ 统计分布

的 σ⁃ε 本构关系给出了损伤－应变关系表达式。

１　 试验设备与过程

试验采用三峡大学和长春朝阳试验仪器有限公司联合研制的 ＴＡＺＷ⁃１００００ 型 １０ ＭＮ 微机控制电液伺服
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大型多功能动静力三轴仪。 通过该仪器的竖向传力系统对混凝土试件进行加载。 该仪器最大动力加载值为

５ ０００ ｋＮ，最大静力加载值为 １０ ＭＮ。
混凝土试件采用尺寸为 ϕ３００×６００ ｍｍ 圆柱形试件，设计强度等级为 Ｃ３０。 配合比为水 ∶水泥 ∶砂 ∶石子＝

０􀆰 ５０ ∶１􀆰 ００ ∶２􀆰 ２８ ∶３􀆰 ７２（按质量计）。 与试件同条件养护的 １５０ ｍｍ 标准立方体的实测抗压强度为 ３５ ＭＰａ。
其中水泥采用宜昌三峡水泥有限公司生产的 Ｐ·Ｏ ４２􀆰 ５ 级水泥，拌合水采用自来水，粗骨料为 ５～３０ ｍｍ 连续

级配的碎石，细骨料为连续级配的河沙。 共制备 ６ 个试件进行应变速率为 １０－５ ／ ｓ，１０－４ ／ ｓ 和 １０－３ ／ ｓ 的 ３ 组单

轴抗压试验，每组两个试件，取数据较优者为最终结果。
试验轴向荷载主要由三轴仪的竖向加载框架完成。 主要试验步骤有：①装样。 将打磨平整的混凝土试

件放置在传力柱下，标出试件中心线，并在低油压下校准，将混凝土试件与传力柱对中。 ②加载。 首先预加

载到 ２０ ｋＮ，使传感器和试件充分接触，同时检查设备是否工作正常。 确认无误后加大油压，开始正式加载。
通过计算机系统控制应变速率分别为 １０－５ ／ ｓ，１０－４ ／ ｓ 和 １０－３ ／ ｓ 进行 ３ 组试验。 ③卸载。 试件破坏后，首先将

数据保存，降低油压，将传力柱缓慢升至初始位置，确认安全后清理混凝土残渣。

２　 试验数据处理

２．１　 应力－应变本构模型的选取

１９３６ 年，Ｗ． Ｗｅｉｂｕｌｌ 基于链条模型提出了脆性破坏统计理论［１０］。 研究表明，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布能较好地模拟

混凝土材料峰值应力前的单元强度分布规律。
王乾峰等［１１－１２］在此基础上对混凝土损伤做了进一步的研究。 本文根据试验曲线，对比多个应力－应变

本构模型后，在峰值应力前采用 Ｗｅｉｂｕｌｌ 统计分布，峰值应力后采用 Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ 统计分布。 最终采用的

Ｗｅｉｂｕｌｌ⁃Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ 本构模型表达式为
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式中：εｐｋ，σｐｋ分别为峰值应变与峰值应力； ｍ ＝ １ ／ ｌｎ
Ｅ０εｐｋ

σｐｋ

æ

è
ç
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ø
÷ 为上升段曲线形状控制参数； ｔ 为下降段曲线形

状控制参数，需通过应力－应变全曲线拟合得到。
２．２　 应力－应变全曲线拟合

基于式（１）并采用最小二乘法对单轴受压情况下混凝土的应力－应变全曲线进行拟合，拟合效果如图 １
所示。

图 １　 不同应变速率时试验曲线与拟合曲线对比

Ｆｉｇ􀆰 １ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｅｓｔｉｎｇ ａｎｄ ｆｉｔｔｉｎｇ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｅｓ
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比对试验所得曲线与拟合曲线可见，试验所得数据和拟合所得数据的拟合效果较好，Ｗｅｉｂｕｌｌ⁃Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ
分段本构模型表达式能较好地模拟混凝土单轴受压的应力－应变变化。 同时可以观察到，与拟合曲线不同

的是，试验曲线在上升段时变形模量表现为先增后减，而并非严格减小，其原因可能是混凝土试件的养护以

及试验本身误差导致试件在开始受压时产生一种“压密”效应。 因此用试验数据分析损伤将存在较大误差，
以下对试件的损伤特性分析将依据拟合所得的数据展开。

３　 混凝土单轴受压损伤特性分析

图 ２　 混凝土单轴受压应力状态

Ｆｉｇ􀆰 ２ Ｕｎｉａｘｉａｌ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｃｏｎｃｒｅｔｅ

３．１　 损伤变量的确定

Ｎａｊａｒ 损伤理论［１３］ 所定义的损伤变量是基于描述损

伤耗散能这一概念，通过材料在实际受荷损伤状态中与

理想无损伤状态下对比而得到，如图 ２ 所示。
定义无损状态下外力做功： Ｗｐｅｒｆ ＝ Ｅ０ε２ ／ ２ （２）

式中： Ｅ０ 为混凝土初始无损弹性模量； ε 为混凝土试件压

应变； σ 为混凝土试件压应力。 混凝土承载过程中的应

变能：

ＷＰＥ ＝ ＷＰ ＋ ＷＥ ＝ ∫ε
０
σ（ε）ｄε （３）

式中：ＷＥ 为可恢复的弹性应变能；Ｗｐ 为不可恢复的塑性应变能。 Ｎａｊａｒ 能量法认为，若材料承载处于弹性变

形阶段，外力做功完全被材料吸收且转变为可恢复的弹性应变能，即 Ｗｐｅｒｆ ＝ ＷＰＥ ＝ ＷＥ ；若材料承载处于塑性

变形阶段，则开始产生未被材料吸收的耗散能 ＷＤ，Ｎａｊａｒ 能量法认为这部分能量通过损伤的方式耗散出去。
于此定义损伤变量为：

Ｄ ＝
ＷＤ

Ｗｐｅｒｆ

＝
Ｗｐｅｒｆ － ＷＰＥ

Ｗｐｅｒｆ

＝ １ －
∫ε

０
σ（ε）ｄε

Ｅ０ε２ ／ ２
（４）

式中： ＷＤ 为未被材料吸收的损伤耗散能。
式（４）即为 Ｎａｊａｒ 能量法所定义的损伤变量。 对于该式中的积分运算，采用微分近似算法，即：

Ｄ ≈ １ －
∑

ｉ

ξ ＝ １

σξ ＋ σξ－１

２
（εξ － εξ－１）

Ｅ０ε２ ／ ２
（５）

殷有泉［１４］认为，材料的塑性变形和损伤是同时发生的，两者之间存在着一定的关系。 按照损伤力学的

能量损伤理论，材料的损伤被视为能量转换的不可逆过程。 基于上述两个假设，不采用式（４）定义的损伤变

量，而是将塑性应变能 Ｗｐ 和耗散能 ＷＤ 这两种不可逆的耗能机制一起定义为混凝土的损伤能量 ＷＳ ，认为只

有弹性变形这一可逆的过程不引起材料的损伤，即定义：
ＷＳ ＝ ＷＤ ＋ ＷＰ ＝ Ｗｐｅｒｆ － ＷＥ ＝ Ｅ０ε２ ／ ２ － σ２ ／ （２Ｅｒ） （６）

式中：Ｅｒ 为混凝土受压过程中某一点卸载及再加载应力路径（可逆）上的弹性变形模量，反映了材料的弹性

性能；σ２ ／ （２Ｅｒ）为卸载点处的弹性应变能。 参照《混凝土结构设计规范》 （ＧＢ ５００１０—２０１０），Ｅｒ 求解公式

如下：
Ｅｒ ＝ σ ／ ε － εｚ

εｚ ＝ ε －
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σ ＋ Ｅ０εｃａ
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５０１



水 利 水 运 工 程 学 报 ２０１６ 年 １０ 月

式中： εｚ 为受压混凝土卸载至零应力点时的残余应变； εｃａ 为附加应变。 Ｅｒ 有两个自变量： σ 与 ε ，结合本文

已拟合的应力、应变数据，可以得到受压混凝土加载过程中的 Ｅｒ 值。
在得到混凝土受压过程中的 Ｅｒ 后，可以定义损伤变量如下：

Ｄ ＝
ＷＳ

Ｗｐｅｒｆ

＝

１
２
Ｅ０ε２ － σ２

２Ｅｒ

１
２
Ｅ０ε２

＝ １ － σ２

Ｅ０Ｅｒε２ （８）

式（８）即为改进后的 Ｎａｊａｒ 能量法所定义的损伤演化方程，该变量随混凝土受压过程中应力、应变的变

化而变化。 现将式（１）采用的 Ｗｅｉｂｕｌｌ⁃Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ 应力－应变关系代入式（８），得到如下表达式：

Ｄ ＝

１ －
Ｅ０

Ｅｒ
ｅｘｐ － ２

ｍ
ε
εｐｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ
é

ë
êê

ù

û
úú ， ０ ≤ ε ≤ εｐｋ

１ －
σ２

ｐｋ

Ｅ０Ｅｒε２ｅｘｐ －
ｌｎ ε

εｐｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

２
ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
， ε ≥ εｐｋ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（９）

式（９）为基于 Ｗｗｅｉｂｕｌｌ⁃Ｌｏｇｎｏｒｍａｌ 统计理论和改进后的 Ｎａｊａｒ 能量法的分段损伤模型。 其中， Ｅｒ 的计算

方法见式（７）。
３．２　 改进前后的损伤特性对比分析

下面对改进前后的 Ｎａｊａｒ 能量法进行损伤特性的对比分析。 将 ３ 种不同应变速率下的拟合数据分别代

入式（５）和（９），可以得到基于改进前后的 Ｎａｊａｒ 能量法在不同应变速率下的 Ｄ⁃ε 曲线，如图 ３ 所示。 对比图

３ 中的 Ｄ⁃ε 关系曲线可以发现：
（１）改进前的 Ｎａｊａｒ 能量法在混凝土试件受载断裂时，损伤变量依然没有趋于稳定；改进后的方法在应

变达到 ６×１０－３左右时损伤变量已经发展完全，而在试验中，此时贯通试件的主裂缝已经很宽，对于无侧向约

束的混凝土此时已经失去其结构意义。
（２）割线模量能较直观地反应混凝土抵抗弹性和塑性变形的能力，若以此参数衡量混凝土受压过程中

力学性能的变化，可以发现混凝土力学性能急剧退化的应变范围与改进后方法的损伤变量陡增的应变范围

吻合度更高。
综合上述两点，Ｎａｊａｒ 能量法并不能准确描述混凝土实际受压过程中的破坏过程，而改进后的 Ｎａｊａｒ 能量

法在宏观上更符合混凝土受压破坏的一般规律。

图 ３　 不同应变速率下 Ｄ⁃ε 曲线对比

Ｆｉｇ􀆰 ３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ Ｄ⁃ε ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｅｓ

图 ４ 为利用改进后的方法所得的不同应变速率下的 Ｄ⁃ε 关系曲线对比。 如图所示，相同方法，不同应变

速率下的 Ｄ⁃ε 曲线形状相似，可以将损伤的发展大致概括为 ３ 个阶段：①损伤初期累积阶段；②损伤突变发
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图 ４　 不同应变速率下受压混凝土的 Ｄ⁃ε 曲线

Ｆｉｇ􀆰 ４ Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｄ⁃ε ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｅｓ

展阶段；③损伤完全发展阶段。 对应损伤发展的速度表

现为平稳发展－加速发展－减速发展－停止发展。
混凝土在受压过程中，高应变速率下损伤变量的发

展在应变上相对滞后，混凝土损伤的演化表现出一定的

应变率效应。 该结果与闫东明［１５］ 和肖诗云等［５］ 得出的

结论相符，即认为随着应变速率的增加，略微有更多的骨

料发生断裂。 而混凝土的三相结构层中，骨料、水泥砂浆

及黏结界面的力学性能不同，发生在骨料上的断裂在宏

观上“推迟”了混凝土损伤的演化，因此在相同的应力比

条件下，混凝土损伤值随应变率的增加而减小。

４　 结　 语

基于改进的 Ｎａｊａｒ 能量法，定义了一种新的损伤变量，并用该方法分析了混凝土单轴动态受压情况下的

损伤特性。 该方法从能量法角度为分析研究混凝土受压的损伤特性提供了一条新思路。
（１）新方法将混凝土受压过程中的弹性变形与塑性变形剥离开来，考虑了混凝土受压过程中的塑性变

形与损伤发展的相互关系。
（２）新方法定义出的损伤变量计算相对简便，避免了繁杂的积分运算，更适用于实际工程中。
（３）新方法在描述混凝土单轴受压破坏过程时，更符合其一般破坏规律，能在宏观上更好地描述混凝土

单轴受压的破坏过程。
（４）该方法得到的损伤－应变曲线在不同应变速率下形状相似。 高应变速率下的损伤发展比低应变速

率时略显滞后。
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