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等应变条件下碎石桩复合地基的固结解析解

白闰平１，２， 李国英２， 米占宽２

（１． 同济大学 地下建筑与工程系， 上海　 ２０００９２； ２． 南京水利科学研究院 水利部土石坝破坏机理与防控技术

重点实验室， 江苏 南京　 ２１００２９）

摘要： 根据现有几种较为经典散粒体桩复合地基的固结解析理论，推导了碎石桩复合地基在等应变条件下，考
虑井阻和涂抹效应的固结解析解。 推导过程中，保证了孔压一阶和二阶微分方程，在各区域分界面的连续性，
对比分析了本文解析解与现有几种较为经典解析解的异同点，最后通过对比本文解、Ｂａｒｒｏｎ 解、Ｈａｎｓｂｏ 解、谢康

和解的各计算值以及数值模拟结果，验证了本文解的正确性。

关　 键　 词： 解析解； 固结； 碎石桩复合地基； 等应变条件

中图分类号： ＴＵ４７　 　 　 文献标志码： Ａ　 　 　 　 文章编号：１００９－６４０Ｘ（２０１６）０３－００５３－０８

碎石桩是一种散体材料桩，通常应用于软弱地基的加固工程中。 复合地基中水的渗流方向，总是倾向于

水力坡降较大的方向，碎石桩的渗透系数远大于桩间土的渗透系数，因此桩间土到碎石桩桩心的径向是水力

坡降最大的方向和主要的渗流方向。 碎石桩良好的排水特性可将流入桩体的水排出地基；而碎石桩复合地

基在上覆荷载作用下不断发生排水固结，整个地基发生沉降。
复合地基中的渗流和变形都是三维的，岩土工程研究中，完全考虑地基变形、荷载和渗流状况非常复杂。

为了得到简单实用的复合地基解析解，研究人员将真实荷载视为分布面积很大的均布荷载，这样可认为复合

地基中每根桩的变形相同，只有竖向的变形，每根桩以及桩周土的渗流为空间轴对称渗流，这样处理已在其

散粒体材料桩的固结分析中证明可行［１－５］。
在进行散粒体材料桩复合地基固结分析时，为了计算简便和方便应用，认为在均布荷载作用下，复合地

基中同一深度处的竖向变形相等，称之为等应变［３，６－８］。 Ｒ． Ａ． Ｂａｒｒｏｎ 在研究砂井地基固结解析理论时提出

了井阻效应和涂抹效应。 碎石桩和其他散粒体桩类似，也存在井阻效应和施工造成的涂抹效应，在碎石桩复

合地基的固结计算中，是否考虑二者的作用，必然对计算结果造成一定影响。
目前散粒体桩复合地基等应变条件下固结解析理论有 Ｂａｒｒｏｎ 和 Ｈａｎｓｂｏ 提出的等应变条件下的砂井地

基固结解析理论［１⁃２］，以及谢康和等［３］提出的等应变条件下砂井地基的固结解析理论，自由应变条件下的固

结解析理论有 Ｙｏｓｈｉｋｕｎｉ理论［４］。 相比等应变条件下的固结解，自由应变条件下的固结解更接近真实地基的

变形状况，且二者计算的结果也比较接近［３］。
本文在以上 ３种等应变固结理论基础上，考虑了桩周土涂抹区和非扰动区边界孔压变化率连续的状况，

提出了碎石桩复合地基等应变条件下的固结解析解，以作为上述 ３种经典理论的完善和补充。
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１　 固结解析解的推导

图 １　 碎石桩复合地基固结计算单元示意

Ｆｉｇ １ Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｇｒａｖｅｌ ｐｉｌｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

１ １　 假定条件与固结计算示意图

碎石桩复合地基的固结计算单元如图 １ 所示。 图

中：ｒ 轴为固结计算所取柱坐标系的径向轴；ｚ 轴为固结计

算所取柱坐标系的竖向轴；Ｈ 为碎石桩复合地基固结计

算的深度；ｋｈ 和 ｋｖ 为地基土水平向和竖直向渗透系数；ｋｄ
为涂抹区水平向渗透系数；ｋｐ 为碎石桩竖直向渗透系数；
ｒｅ， ｄｅ 为影响区半径和直径；ｒｄ， ｄｄ 为涂抹区半径和直径；
ｒｐ， ｄｐ 为碎石桩半径和直径；ｐ０ 为复合地基表面作用的均

布荷载。
本文碎石桩复合地基固结计算的主要假定条件如

下：①碎石桩与桩周土的变形遵循等应变假设，碎石桩复

合地基内只有竖向变形，地基同一深度所处平面上应变

相等；②因为碎石桩渗透系数较大，本文只考虑桩周土的

径向渗流，不考虑桩周土的竖向渗流，认为土体竖向渗透

系数 ｋｖ等于零；③碎石桩内径向孔压的变化忽略不计，只
考虑竖向渗流且桩周土排出的水量等于碎石桩内渗流的

水量；④碎石桩和桩周土除渗透系数不同外，其他性质均

相同；⑤地基中水的渗流满足达西定律。
１ ２　 径向固结基本方程与定解条件

根据本文的假定条件给出只考虑径向渗流的轴对称

固结方程，考虑到桩周土的涂抹区和未扰动区渗透系数不同，分区间列方程如下：
∂εｖ
∂ｔ

＝ －
ｋｄ
γｗ

∂２ｕｒ
∂ｒ２

＋ １
ｒ
∂ｕｒ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｐ ≤ ｒ≤ ｒｄ （１ａ）

∂εｖ
∂ｔ

＝ －
ｋｈ
γｗ

∂２ｕｒ
∂ｒ２

＋ １
ｒ
∂ｕｒ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｄ ＜ ｒ≤ ｒｅ （１ｂ）

式中：ｕｒ 为仅考虑径向渗流的桩周土内任一点孔压，为 ｚ，ｒ，ｔ 的函数；εｖ 为竖向应变，为 ｚ，ｔ 的函数。
复合地基只有竖向应变，则固结计算单元的体应变即为竖向应变，地基的体应变为：

εｖ ＝ εｚ ＝
１
Ｅｓ

σ－ ｚ － ｕ－ ｒ( ) （２）

将式（２）对时间 ｔ 求偏导，得：
∂εｖ
∂ｔ

＝ － １
Ｅｓ

∂ｕ－ ｒ
∂ｔ

（３）

式中：σｚ 为地基内某深度的平均总应力，不随时间变化，对 ｔ 的偏导数为零； ｕ－ ｒ 为仅考虑径向渗流条件下的

桩周土平均孔压，为 ｚ，ｔ 的函数；Ｅｓ 为地基压缩模量。
取高度为 ｄｚ 的微圆柱，中心为碎石桩，边缘为桩周土，微元体中桩周土排出的水量，等于碎石桩向上渗

流的水量：
∂２ｕｐ
∂ｚ２

＝ －
２ｋｄ
ｒｐｋｐ
∂ｕｒ
∂ｒ ｒ ＝ ｒｐ

（４）

式中：ｕｐ 为碎石桩内任意深度的孔压，为 ｚ，ｔ 的函数。

４５
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方程（１），（３）和（４）等应变条件下碎石桩复合地基的径向固结基本方程，求解方程的定解条件如下：
（１）碎石桩影响区外侧边界和计算单元底部，假定为不透水边界：

∂ｕｒ
∂ｒ ｒ ＝ ｒｅ

＝ ０ 　 　 　 　 　 （５）；　
∂ｕｐ
∂ｚ ｚ ＝ Ｈ

＝ ０ （６）

（２）计算单元的顶部为透水面： ｕｐ ｚ ＝ ０ ＝ ０ （７）
（３）地基初始平均孔压等于外加荷载： ｕ－ ｒ ｔ ＝ ０ ＝ ｕ０ ＝ ｐ０ （８）
（４）碎石桩和扰动区公共边界的孔压连续： ｕｒ ｒ ＝ ｒｐ

＝ ｕｐ （９）
１ ３　 径向固结基本方程的求解

对（１ａ），（１ｂ）两式的 ｒ 积分，并代入边界条件式（６），首先确定式（１ｂ）中的积分常数，然后通过方程分段

点的连续性得式（１ａ）中的积分常数，有：
∂ｕｒ
∂ｒ

＝
γｗ
２ｋｄ

∂εｖ
∂ｔ
１
ｒ

ｋｄ
ｋｈ

ｒ２ｅ － ｒ２ｄ( ) ＋ ｒ２ｄ
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ê
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û

ú
ú
－ ｒ{ } 　 　 ｒｐ ≤ ｒ≤ ｒｄ （１０ａ）

∂ｕｒ
∂ｒ

＝
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２ｋｈ

∂εｖ
∂ｔ

ｒ２ｅ
ｒ

－ ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 ｒｄ ＜ ｒ≤ ｒｅ （１０ｂ）

对方程（１０ａ）和（１０ｂ）两式的 ｒ 积分，并代入边界条件式（９），有：

ｕｒ ＝
γｗ
２ｋｄ

∂εｖ
∂ｔ

ｋｄ
ｋｈ

ｒ２ｅ － ｒ２ｄ( ) ＋ ｒ２ｄ
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ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｌｎ ｒ

ｒｐ
－
ｒ２ － ｒ２ｐ
２{ } ＋ ｕｐ 　 ｒｐ ≤ ｒ≤ ｒｄ （１１ａ）

ｕｒ ＝
γｗ
２ｋｄ

∂εｖ
∂ｔ

ｋｄ
ｋｈ

ｒ２ｅ － ｒ２ｄ( ) ＋ ｒ２ｄ
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ë

ê
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ù

û

ú
ú
ｌｎ

ｒｄ
ｒｐ

－
ｒ２ｄ － ｒ２ｐ
２{ } ＋

γｗ
２ｋｈ

∂εｖ
∂ｔ ｒ２ｅ ｌｎ

ｒ
ｒｄ

－
ｒ２ － ｒ２ｄ
２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ｕｐ 　 ｒｄ ＜ ｒ≤ ｒｅ （１１ｂ）

碎石桩复合地基中任意深度的平均孔压为［２］： ｕ－ ｒ ＝
１

π ｒ２ｅ － ｒ２ｐ( )
∫ｒｄ
ｒｐ
２πｒｕｒｄｒ ＋ ∫ｒｅ

ｒｄ
２πｒｕｒｄｒ( ) （１２）

将式（１１ａ）和（１１ｂ）代入方程（１２），得： ｕ－ ｒ ＝
γｗｒ２ｅ
２ｋｈ

Ｆ ｌ，ｍ( )
∂εｖ
∂ｔ

＋ ｕｐ （１３）

式中的 Ｆ（ ｌ， ｍ）通过下式计算：

Ｆ ｌ，ｍ( ) ＝ １
ｌ２ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｌ２ － ｍ２( ) ＋

ｋｈ
ｋｄ
ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｌｎｍ － ｍ２ － １

２ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １
２

ｋｈ
ｋｄ

ｍ２ － １
ｌ２ － １

１ － ｍ２ ＋ １
２ｌ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｌ２

ｌ２ － １
ｌｎ ｌ

ｍ
－ ｌ２ － ｍ２( ) ３ｌ２ － ｍ２( )

４ｌ２ ｌ２ － １( )

（１４）

式中： ｌ ＝
ｒｅ
ｒｐ
； ｍ ＝

ｒｄ
ｒｐ
。

由式（１０ａ）得：
∂ｕｒ
∂ｒ ｒ ＝ ｒｐ

＝
γｗ
２ｋｄ

∂εｖ
∂ｔ

ｋｄ
ｋｈ

ｒ２ｅ － ｒ２ｄ( ) ＋ ｒ２ｄ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
１
ｒｐ

－ ｒｐ{ } （１５）

将式（１５）代入式（４），得：
∂２ｕｐ
∂ｚ２

＝ －
γｗ
ｋｐ

ｋｄ
ｋｈ

ｌ２ － ｍ２( ) ＋ ｍ２ － １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂εｖ
∂ｔ

（１６）

由式（１３）和式（３），可推出如下方程：
∂ｕ－ ｒ
∂ｔ

＝ － ψ ｕ－ ｒ － ｕｐ( ) （１７）

式中： ψ ＝
８ｋｈＥｓ

γｗｄ２ｅＦ ｌ，ｍ( )
。

５５
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由式（１３）和（１６），可推出如下方程：
∂２ｕｐ
∂ｚ２

＝ － μ２ ｕ－ ｒ － ｕｐ( ) （１８）

式中： μ２ ＝ ８ ｋｄ ｌ２ － ｍ２( ) ＋ ｋｈ ｍ２ － １( )[ ] ／ ［ｋｐｄ２ｅＦ ｌ，ｍ( ) ］ 。

由式（１７）和（１８），可推出如下微分方程：
∂３ｕｐ
∂ｚ２∂ｔ

＋ ψ
∂２ｕｐ
∂ｚ２

－ μ２
∂ｕｐ
∂ｔ

＝ ０ （１９）

令： ｕｐ ＝ Ｇ（ ｚ）Ｈ（ ｔ） ，得如下方程： Ｇ
··

ｚ( )

Ｇ ｚ( )
＝ μ２Ｈ

·
ｔ( )

Ｈ
·

ｔ( ) ＋ ψＨ ｔ( )

＝ － Ｂ２ （２０）

式中：Ｇ（ ｚ）和 Ｈ（ ｔ）分别为 ｚ 和 ｔ 的函数；Ｂ 为任意常数。
方程（２０）两边，只有同为常数，才能保证两边相等，即：

Ｇ
··
（ ｚ） ＋ Ｂ２Ｇ（ ｚ） ＝ ０ （２１ａ）

μ２ ＋ Ｂ２( ) Ｈ
·
（ ｔ） ＋ Ｂ２ψＨ（ ｔ） ＝ ０ （２１ｂ）

通过求解方程（２１ａ）和（２１ｂ）得：
ｕｐ ＝ Ｃ１ｃｏｓ（Ｂｚ） ＋ Ｃ２ｓｉｎ（Ｂｚ）( ) ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） （２２）

式中：Ｃ１，Ｃ２为任意常数； βｒ ＝
Ｂ２ψ

μ２ ＋ Ｂ２
。

由求解条件式（７），得：Ｃ１ ＝ ０。
由求解条件式（６），得：

Ｃ２Ｂｃｏｓ（ＢＨ） ＝ ０ （２３）
ｕｐ取非零解的条件为：

Ｂ ＝ Ｎ
Ｈ
， Ｎ ＝ （２ｎ ＋ １）π

２
； ｎ ＝ ０，１，２，… （２４）

方程（２２）的特解为：

ｕ∗ｐ ＝ Ｃ２ｓｉｎ
Ｎ
Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ）； ｎ ＝ ０，１，２，… （２５）

式中： βｒ ＝
Ｎ２ψ

Ｈ２μ２ ＋ Ｎ２
。

方程（２２）的通解为：

ｕｐ ＝∑
¥

ｎ ＝ ０
Ｃ２ｓｉｎ

Ｎ
Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） （２６）

将方程（２６）代入方程（１８），得：

ｕ－ ｒ ＝∑
¥

ｎ ＝ ０

ψ
ψ － βｒ

Ｃ２ｓｉｎ
Ｎ
Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） （２７）

由定解条件式（８）得：

ｕ－ ｒ ｔ ＝ ０ ＝∑
¥

ｎ ＝ ０

ψ
ψ － βｒ

Ｃ２ｓｉｎ
Ｎ
Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｕ０ （２８）

式（２８）为傅里叶级数，依据傅里叶级数的系数与函数的关系得：

Ｃ２ ＝
２
Ｎ

ψ － βｒ
ψ

ｕ０ （２９）

将式（２９）代入式（２６），有：

６５
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ｕｐ ＝ ｕ０∑
¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ

ψ － βｒ
ψ
ｓｉｎ Ｎ

Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （３０）

将式（２９）代入式（２７）得：

ｕ－ ｒ ＝ ｕ０∑
¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ
ｓｉｎ Ｎ

Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） （３１）

由式（３），（１１），（１７），（３０）和（３１），推出 ｒｐ≤ｒ≤ｒｄ范围内最终孔压表达式为：

ｕｒ ＝ ｕ０∑
¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ
ｓｉｎ（ Ｎ

Ｈ
ｚ）ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） １ － ｍ２

ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｄ
ｋｈ

＋ ｍ２

ｌ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｌｎ ｒ

ｒｐ
－
ｒ２ － ｒ２ｐ
２ｒ２ｅ{ } βｒｋｈ

ｋｄψＦ（ ｌ，ｍ）
＋
ψ － βｒ

ψ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （３２）

ｒｄ≤ｒ≤ｒｅ范围内的最终孔压表达式为：

ｕｒ ＝ ｕ０∑
¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ
ｓｉｎ（ Ｎ

Ｈ
ｚ）ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） ×

ψ － βｒ
ψ

＋ １ － ｍ２

ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｄ
ｋｈ

＋ ｍ２

ｌ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｌｎｍ － ｍ２ － １

２ｌ２{ } βｒｋｈ
ｋｄψＦ（ ｌ，ｍ）

＋
βｒ

ψＦ（ ｌ，ｍ）
ｌｎ ｒ

ｒｄ
－
ｒ２ － ｒ２ｄ
２ｒ２ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

（３３）

碎石桩复合地基某一深度的径向固结度 Ｕｒ为：

Ｕｒ ＝ １ －
ｕ－ ｒ
ｕ０

＝ １ －∑
¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ
ｓｉｎ Ｎ

Ｈ
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ － βｒ ｔ）

é

ë
êê

ù

û
úú （３４）

整个地基的平均固结度 Ｕｒ 为：

Ｕｒ ＝ １ － １
ｕ０
１
Ｈ ∫

Ｈ

０
ｕ－ ｒｄｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １ －∑

¥

ｎ ＝ ０

２
Ｎ２
ｅｘｐ（ － βｒ ｔ） （３５）

２　 对比验证

２ １　 有限元模拟

采用有限元方法模拟两个桩径下碎石桩复合地基的固结，验证本文解的正确性。 为方便计算地基压缩

模量，土体和桩体均取为线弹性体。 为获得较好的计算精度和方便有限元网格划分，将碎石桩、涂抹区以及

未扰动区，通过面积等效方法转化为正方形区域。 因为桩间土只考虑水平向渗流，碎石桩只考虑竖向渗流，
水通过桩间土径向渗流进入碎石桩，再通过碎石桩竖向渗流排出，因此在面积等效时，未扰动区和涂抹区采

用圆柱侧面积等效，碎石桩采用圆柱截面积等效。 取两个桩径（０ ５和 ０ ８ ｍ）的算例进行模拟，参数见表 １。
因为桩径 ０ ５和 ０ ８ ｍ的有限元模拟方法均类似，为节省篇幅，图 ２～５仅给出桩径 ０ ８ ｍ的有限元计算

相关输出图。 图 ３为复合地基中孔隙水渗流速度矢量，很好地反应了碎石桩复合地基固结过程中孔隙水主

要通过碎石桩向上排出。 图 ４和 ５给出了固结 ３６ ５ ｄ 后的超孔压和位移的分布云图。 图 ４ 中地基的超孔

压达到 １０－１５的数量级，几乎可以认为超孔压完全消散。 图 ５ 中可看出地基表面沉降约为 １０ ｃｍ。 将地基任

一时刻的表面沉降除以最终沉降（地基在固结 ３６ ５ ｄ的表面沉降值），可求出地基的平均固结度。 将该平均

固结度与本文计算的平均固结度进行对比，以验证本文解。
表 １　 桩径 ０ ５ 和 ０ ８ ｍ模型的有限元计算参数

Ｔａｂ １　 ＦＥＭ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｐｉｌｅ ｄｉａｍｅｔｅｒｓ ０ ５ ｍ ａｎｄ ０ ８ ｍ

弹性模量 ／ ＭＰａ 泊松比 渗透系数 ／ （ｍ·ｓ－１）
等效边长 ／ ｍ

桩径 ０ ５ ｍ 桩径 ０ ８ ｍ

碎石桩 １０ ０ ３ ｋｚ ＝ １ × １０－４ Ｌｐ ＝ ０ ４４３ Ｌｐ ＝ ０ ７０９

涂抹区 １０ ０ ３ ｋｘ ＝ ｋｙ ＝ ２ × １０－８ Ｌｄ ＝ １ １７８ Ｌｄ ＝ １ １７８

影响区 １０ ０ ３ ｋｘ ＝ ｋｙ ＝ １ × １０－７ Ｌｅ ＝ １ ９６３ Ｌｅ ＝ ３ １４２
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图 ２　 网格剖分（桩径 ０ ８ ｍ）
Ｆｉｇ ２ ＦＥＭ ｍｅｓｈｓ （ｐｉｌｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ０ ８ ｍ）

　 　
图 ３　 固结过程中孔隙水渗流速度矢量（桩径 ０ ８ ｍ）
Ｆｉｇ ３ Ｓｅｅｐａｇｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｐｏｒｅ ｗａｔｅｒ ｄｕｒｉｎｇ

ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ （ｐｉｌｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ０ ８ ｍ）

图 ４　 固结完成后的超孔压云图（桩径 ０ ８ ｍ）
Ｆｉｇ ４ Ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｅｘｃｅｓｓｉｖｅ ｐｏｒｅ ｗａｔｅｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｆｔｅｒ

ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ （ｐｉｌｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ０ ８ ｍ）

　 　
图 ５　 固结完成后的位移云图（桩径 ０ ８ ｍ）
Ｆｉｇ ５ Ｃｏｎｔｏｕｒ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｆｔｅｒ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ

（ｐｉｌｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ０ ８ ｍ）

２ ２　 与有限元及其理论的对比分析

本文解与谢康和解［３］只有在不考虑涂抹效应时是一致的。 谢康和解中，由孔压的二阶微分方程求解一

阶微分方程时，确定积分常数的方法，使涂抹区外侧边界孔压的一阶微分方程不连续，使最后得出的孔压值

偏大，反应在固结度随时间因素变化的曲线上，是慢于同类理论的。 而本文在推导过程中，孔压各阶微分方

程的表达式在各区间分段点处的计算值均连续，这与谢康和解的边界处理方式不同。
Ｂａｒｒｏｎ解［１］、Ｈａｎｓｂｏ解［２，５］与本文解在不考虑井阻和涂抹效应的情况下是一致的。 二者解中固结度的

求解表达式均含有积分式，且积分较为困难，需用数值积分计算。 Ｈａｎｓｂｏ 解在计算地基某一深度土层的固

结度时，相比 Ｂａｒｒｏｎ解而言，表达式比较简洁，参数求解也比较简便，但是 Ｈａｎｓｂｏ 解只给出了某深度土层的

固结度计算式，没有给出整个地基平均固结度的计算式，需要进一步在整个地基中积分求解，所以计算也相

对繁琐一些。
用 Ｂａｒｒｏｎ理论、Ｈａｎｓｂｏ理论、谢康和固结解以及本文固结解，分别计算复合地基的平均固结度。 将各平

均固结度计算值与径向固结时间因素的变化曲线，绘制成曲线图，如图 ６所示。
从图 ６中可看出：本文解计算的固结度随时间的变化趋势，与现有较为经典的固结理论和有限元计算结

果的变化趋势一致；本文解与 Ｂａｒｒｏｎ理论计算的固结度和有限元计算结果较为接近，与有限元计算的结果

比其他 ３种理论更为接近。 而谢康和理论得出的地基固结速率不仅慢于本文理论的计算值，而且也慢于
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Ｂａｒｒｏｎ和 Ｈａｎｓｂｏ理论的计算值，这主要是因为谢康和理论推导得出的孔压计算式，大于本文理论和其他理

论的孔压计算式，进而其计算的地基固结速率偏慢。

图 ６　 各理论计算的平均固结度对比

Ｆｉｇ ６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｖｅｒａｇｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｅｏｒｉｅｓ

３　 结　 语

碎石桩复合地基在固结排水机理方面，与砂井、砂桩等散粒体材料桩基本相同，区别主要在于各桩体材

料的排水能力（渗透系数）不同。 现有散粒体桩的固结解析解，基本都是基于几种较为经典的砂井固结理论

提出的。 本文基于谢康和等应变固结理论，推导了碎石桩复合地基的等应变固结理论的解析解，通过与现有

经典固结理论和有限元计算结果对比，分析了本文解析解与现有较为经典的固结理论的异同点。 本文推导

的碎石桩复合地基等应变固结解析理论，可作为现有散粒体材料桩固结理论的重要补充和完善。
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Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒａｖｅｌ ｐｉｌｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｅｑｕａｌ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ＢＡＩ Ｒｕｎ⁃ｐｉｎｇ１， ２， ＬＩ Ｇｕｏ⁃ｙｉｎｇ２， ＭＩ Ｚｈａｎ⁃ｋｕａｎ２

（１． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｇｅｏｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｔｏｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈａｎｇｈａｉ　 ２０００９２， Ｃｈｉｎａ； ２． Ｎａｎｊｉｎｇ Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｅａｒｔｈ⁃Ｒｏｃｋ Ｄａｍ Ｆａｉｌｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ａｎｄ Ｓａｆｅｔｙ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｔｅｃｈｎｉｃｓ ｏｆ Ｍｉｎｉｓｔｒｙ ｏｆ
Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ， Ｎａｎｊｉｎｇ　 ２１００２９， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒａｎｕｌａｒ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ，
ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｇｒａｖｅｌ ｐｉｌｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ
ｓｔｒａｉｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｒｅ ｅｑｕａｌ ａｔ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｄｅｐｔｈ， ａｎｄ ｗｅｌｌ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ ａｎｄ ｓｍｅａｒ ｅｆｆｅｃｔ ａｒｅ ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ
ａｃｃｏｕｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ． Ａ ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｉｓ ｅｎｓｕｒｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｈａｒｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ． Ｂｙ
ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｄｅｒｉｖｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ，
ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅａｃｈ ｔｈｅｏｒｙ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｍａｄｅ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｄｅｒｉｖｅｄ ｉｎ
ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｈａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｅｒｉｖｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｉｓ ｃｏｒｒｅｃｔ ｂｙ ｃｏｍｐａｒｉｎｇ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｇｉｖｅｎ ｉｎ
ｔｈｅ ｐａｐｅｒ， ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｘｉｓｔｉｎｇ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ａｎｄ ＦＥＭ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ； ｇｒａｖｅｌ ｐｉｌｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ； ｖｅｒｔｉｃａｌ ｅｑｕａｌ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
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