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脉冲波作用下竖直弹性板的水弹性响应
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摘要： 基于线性势流理论，将流场分为 ３ 个部分：入射势与反射势部分、辐射势的记忆部分、辐射势的瞬时部

分，竖直弹性板的时域振动基于模态叠加法，利用傅里叶与拉普拉斯变换求解流场控制方程，与板的振动方程

耦合，推导得出波浪作用下竖直弹性板的时域耦合方程，并利用二级四阶隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解方程。 首先给

定竖直板一个初始弯曲，得到的结果与解析解和数值解结果吻合良好，验证了方法的正确性。 其次对脉冲波作

用下弹性竖直板的响应进行研究，分析了板的刚度系数、质量系数、脉冲幅值和边界条件对其水弹性响应的影

响。 研究结果表明，刚度系数对板的振动频率影响很大，脉冲幅值与板的振动幅度正相关，两边固定时对竖直

弹性板的疲劳损伤最严重。
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随着人类对海洋领域探索的不断深入，水弹性问题［１］受到越来越多学者的关注。 已往考虑波浪对结构

物的作用时通常将结构物假设为刚性，随着结构物向大型化、轻薄化的发展，当结构物某一尺度远大于另一

方向尺度时，需要对水动力响应和弹性变形进行耦合分析。
水平薄板通常是研究水弹性问题的主要模型，因为它是许多工程实际结构物的简化，例如超大型浮体

（ＶＬＦＳ） ［２］、海上浮冰［３］等。 但目前对竖直薄板模型的研究却不多。 Ｍ Ａ Ｐｅｔｅｒ 等［４］首先对弹性竖直板进行

研究，基于势流理论和谱理论得到波浪与竖直板相互作用下响应的线性解析解。 Ｇ Ｈｅ 等［５－８］ 使用 ＢＥＭ－
ＦＥＭ 方法和模态叠加法对非线性波与线性竖直板进行一系列研究。 范从军等［９］ 研究了规则波作用下竖直

弹性板的响应。 竖直板的研究与水平板不同之处在于压力的求解，竖直板可根据伯努利方程直接求出压力

分布（不考虑静水压力）。 这样在线性条件下，规则的竖直板可以得到其运动响应的解析解。
波浪冲击下的弹性竖直板有很重要的研究价值，例如矩形液体晃荡、板桩码头等。 其中脉冲波对竖直板

的冲击应引起重视，在此冲击下，结构物会瞬间产生较大的形变，一旦超出设计标准，便会发生重大事故。 此

外在不断的冲击下，波浪的反射能够引起结构物的动响应，从而使结构物产生各种疲劳损伤。 所以对脉冲波

冲击下竖直板的水弹性研究有重要的理论意义和工程应用价值。
对于薄板的水弹性问题解决方法有很多，目前主要有 ３ 种方法：直接法、模态叠加法和谱理论法。 直接

法是利用流场分析方法来确定压力分布，用有限元求解弹性体运动方程，再联立求解弹性体各节点位移。
Ｅ Ｗａｔａｎａｂｅ 等［１０］利用有限元方法研究了圆形 ＶＬＦＳ 的弹性响应，Ｘ． Ｌｉｕ 和 Ｓ． Ｓａｋａｉ［１１］ 利用 ＢＥＭ－ＦＥＭ 方法

分析了时域内规则波和随机波作用下浮体的水弹性响应。 模态叠加法是将弹性薄板变形表示为多个振动模
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态的叠加，利用边界元或者压力分布法，联合薄板运动方程求解各模态幅值，最后叠加得到薄板的运动响应。
Ｍ． Ｋａｓｈｉｗａｇｉ［２］对基于模态叠加法的薄板研究进行回顾和总结。 谱理论法是结合特征函数展开，得到薄板响

应的单频解，此方法的优点是求得的解是全时域的。 Ｍ． Ｈ． Ｍｅｙｌｅｎ［１２］ 首次提出此方法分析了浅水中水平薄

板的水弹性。
本文将基于模态叠加法，在势流理论下，利用傅里叶变换和拉普拉斯变换求得板与波浪耦合方程的解析

解，利用自编程序分析了刚度系数、质量系数、脉冲幅值和边界条件对水弹性响应的影响。

图 １　 竖直板水弹性模型

Ｆｉｇ １ Ａ ｈｙｄｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｐｌａｔｅ

１　 模型建立与分析

建立如图 １ 所示的右手坐标系。 ｘ 轴在平均自

由水面上，ｙ 轴在竖直板中轴线上。 假定流体为无

旋、无黏、不可压缩，流体运动满足线性势流理论。
板高度 Ｄ ，厚度 ｔ ，弹性模量 Ｅ ，密度 ρ１，泊松比 μ ，水
密度 ρ ，有限均匀水深 ｄ 。 由模态叠加法，板的位移

表示为：

ξ（ｙ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
αｎ（ ｔ）ωｎ（ｙ） （１）

式中： αｎ 为模态系数； ωｎ 为振动模态；ｎ 为模态阶数。
１ １　 流场运动方程

控制方程为：
Ñ

２φ ＝ ０
∂φ
∂ｘ

＝ ξ
·
（ ｔ）　 　 （ｘ ＝ ０， － ｄ ≤ ｙ ≤ ０）

∂φ
∂ｙ

＝ ０　 　 （ｘ ≥ ０，ｙ ＝ － ｄ）

∂２φ
∂ｔ２

＋ ｇ ∂φ
∂ｙ

＝ ０　 　 （ｘ ≥ ０，ｙ ＝ ０）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２）

　 　 初始条件： φ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０，∂φ
∂ｔ

＝ － ｇη０（ｘ）　 　 （ ｔ ＝ ０），其中 η０ 表示初始波面升高。

速度势 φ 和波面 η 分解为入射势和反射势 φ１，辐射势的记忆 φｎ２ 和瞬时 φｎ３ 三个部分［１３］：

φ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
３

ｊ ＝ １
φｊ（ｘ，ｙ，ｔ），　 η（ｘ，ｔ） ＝ ∑

３

ｊ ＝ １
η ｊ（ｘ，ｔ） （３）

式中： φｊ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
φｎｊ，ｊ ＝ ２，３；　 η ｊ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
ηｎｊ，ｊ ＝ ２，３。

入射势和反射势部分［１３］：
Ñ

２φ１ ＝ ０
∂φ１

∂ｘ
＝ ０　 　 （ｘ ＝ ０， － ｄ ≤ ｙ ≤ ０）

∂φ１

∂ｙ
＝ ０　 　 （ｘ ≥ ０， ｙ ＝ － ｄ）

∂２φ１

∂ｔ２
＋ ｇ

∂φ１

∂ｙ
＝ ０　 　 （ｘ ≥ ０， ｙ ＝ ０）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（４）

２



　 第 ４ 期 高　 哲， 等：脉冲波作用下竖直弹性板的水弹性响应

初始条件： φ１（ｘ，ｙ，０） ＝ ０，
∂φ１

∂ｔ
＝ － ｇη０（ｘ），ｔ ＝ ０。

利用傅里叶变换，结合初始条件、边界条件求解方程，对任意初始波面 η０（ｘ） ：

φ１（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２ｇ
π ∫

∞

０

η０
∗（ｋ）
β∗

ｃｏｓｈｋ（ｙ ＋ ｄ）
ｃｏｓｈｋｄ

ｃｏｓ（ｋｘ）ｓｉｎ（β∗ ｔ）ｄｋ （５）

η１（ｘ，ｔ） ＝ ２
π ∫

∞

０
η０

∗（ｋ）ｃｏｓ（ｋｘ）ｃｏｓ（β∗ ｔ）ｄｋ （６）

式中：β∗ ＝ ｇｋｔａｎｈ（ｋｄ） ， η０
∗（ｋ） ＝ ∫∞

０
η０（ｘ）ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｘ 。

第 ｎ 阶模态下辐射势的瞬时部分：
Ñ

２φｎ２ ＝ ０
∂φｎ２

∂ｘ
＝ α·ｎ（ ｔ）ωｎ（ｙ）　 （ｘ ＝ ０， － ｄ ≤ ｙ ≤ ０）

∂φｎ２

∂ｙ
＝ ０　 　 　 　 　 （ｘ ≥ ０， ｙ ＝ － ｄ）

φｎ２ ＝ ０　 　 　 　 　 　 （ｘ ≥ ０， ｙ ＝ ０）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

利用特征函数展开，结合边界条件、留数定理，得到速度势以及波面，具体推导可见文献［１４］：

φｎ２（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ － ２
ｄ
α·（ ｔ）∑

∞

ｍ ＝ １

∫０
－ｄ
ωｎ（ｙ）ｃｏｓａｍ（ｙ ＋ ｄ）ｄｙ

ａｍ
ｃｏｓａｍ（ｙ ＋ ｄ）ｅ －ａｍｘ （８）

ηｎ２（ｘ，ｔ） ＝ ２
π
αｎ（ ｔ） ∫∞

０

Ｆｎ（ｋ）
ｃｏｓｈｋｄ

ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ （９）

式中：ａｍ ＝ ２ｍ － １
２ｄ

π， Ｆｎ（ｋ） ＝ ∫０
－ｄ
ωｎ（ｙ）ｃｏｓｈｋ（ｙ ＋ ｄ）ｄｚ。

第 ｎ 阶模态下辐射势的记忆部分：
Ñφｎ３ ＝ ０
∂φｎ３

∂ｘ
＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ ＝ ０， － ｄ ≤ ｙ ≤ ０）

∂２φｎ３

∂ｔ２
＋ ｇ

∂φｎ３

∂ｙ
＝ － ｇ

∂φｎ２

∂ｙ
　 　 （ｘ ≥ ０，ｙ ＝ ０）

∂φｎ３

∂ｙ
＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｘ ≥ ０， ｙ ＝ － ｄ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１０）

初始条件： ｔ ＝ ０，　 φｎ３ ＝ ０，　
∂φｎ３

∂ｔ
＝ ０。

利用拉普拉斯变换及边界条件、初始条件和瞬时部分，可推导出速度势与波面［９］

φｎ３ ＝ － ２ｇ
π ∫

∞

０

Ｆｎ（ｋ）
β∗ ｃｏｓｈ２ｋｄ

ｃｏｓｈｋ（ｙ ＋ ｄ）ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ × ∫ｔ
０
α·ｎ（τ）ｓｉｎβ∗（ ｔ － τ）ｄτ （１１）

ηｎ３ ＝ ２
π ∫

∞

０

Ｆｎ（ｋ）
ｃｏｓｈｋｄ

ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ × ∫ｔ
０
α·ｎ（τ）ｃｏｓβ∗（ ｔ － τ）ｄτ （１２）

３
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１ ２　 板的运动方程

假定竖直板为伯努利－欧拉弹性薄板，只产生水平位移， β，γ 分别表示刚度系数和质量系数，则板满足
振动方程［６］：

β ∂４ξ（ｙ，ｔ）
∂ｙ４

＋ γ ∂２ξ（ｙ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ｐ（０，ｙ，ｔ） （１３）

∂４
ｙωｎ ＝ λｎ

４ωｎ，　 ｐ ＝ － ρ ∂φ
∂ｔ ｘ ＝ ０ （１４）

变量无因次化：

（ｘ∗，ｙ∗，ξ∗） ＝ １
ｄ
（ｘ，ｙ，ξ），　 ｔ∗ ＝ ｔ ｇ

ｄ
，　 φ∗ ＝ φ

ｇｄ３
，　 ｐ∗ ＝ ｐ

ρｇｄ

为了方便，以下将上标∗去除。
１ ３　 时域耦合方程

如图 １ 所示，以脉冲波为例，初始波面为：

η０（ｘ） ＝
ａ
２
［１ ＋ ｃｏｓ π

ｓ
（ｘ － ｘ０）］　 ｘ － ｘ０ ≤ ｓ

０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘ － ｘ０ ＞ ｓ

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）

式中：ａ 为脉冲幅值。 然后对波面傅里叶变换：

η∗
０ （ｋ） ＝ ∫∞

０
η０（ｘ）ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｘ ＝

ａπ２ｃｏｓ（ｋｘ０）ｓｉｎ（ｋｓ）
ｋ［（π２ － （ｋｓ） ２］

（１６）

将上述求解的速度势代入板的振动方程：

∑
∞

ｎ ＝ １
γα
··

ｎ（ ｔ） ＋ βλ４
ｎαｎ（ ｔ）[ ] ωｎ（ ｚ） ＝ ２

π
ρｇ ∫∞

０

ｃｏｓｈｋ（ｙ ＋ ｄ）
ｃｏｓｈｋｄ

η∗
０ （ｋ）ｃｏｓβ∗ ｔｄｋ ＋

∑
∞

ｎ ＝ １

２
ｄ
ρα··ｎ（ ｔ）∑

∞

ｍ ＝ １

∫０
－ｄ
ωｎ（ ｚ）ｃｏｓａｍ（ｙ ＋ ｄ）ｄｚ

ａｍ
ｃｏｓａｍ（ｙ ＋ ｄ） ＋

２ｇ
π
ρ ∫∞

０

Ｆｎ（ｋ）
ｃｏｓｈ２ｋｄ

ｃｏｓｈｋ（ｙ ＋ ｄ）ｄｋ × ∫ｔ
０
α·ｎ（τ）ｃｏｓβ∗（ ｔ － τ）ｄτ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

（１７）

利用模态正交性得到：

γｄ αｎ
··（ ｔ） ＋ βλ４

ｎｄαｎ（ ｔ） ＝ ２
π
ρｇ ∫∞

０
Ｔ０ｎη∗

０ （ｋ）ｃｏｓβ∗ ｔｄｋ ＋

∑
∞

ｎ ＝ １

２
ｄ
ρ αｎ

··（ ｔ）∑
∞

ｍ ＝ １

Ｔ２
ｍｎ

ａｍ

＋ ２ｇ
π
ρ ∫∞

０
Ｔ２

０ｎｄｋ ∫ｔ
０
α·ｎ（τ）ｃｏｓβ∗（ ｔ － τ）ｄτ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（１８）

式中：Ｔ０ｎ ＝
∫０

－ｄ
ｗｎ（ ｚ）ｃｏｓｈｋ（ ｚ ＋ ｄ）ｄｚ

ｃｏｓｈｋｄ
，　 Ｔｍｎ ＝ ∫０

－ｄ
ｗｎ（ ｚ）ｃｏｓｈａｍ（ ｚ ＋ ｄ）ｄｚ。

写成无因次化矩阵形式，详细推导可见文献［９］：
Ｍ ＋ Ａ( ) α··ｎ（ ｔ） ＋ Ｂ ＋ Ｋαｎ（ ｔ） ＝ ｆｅｘ （１９）

式中：Ｍ 为质量矩阵；Ａ 为附加质量矩阵；Ｂ 为附加阻尼矩阵；Ｋ 为刚度矩阵；ｆｅｘ为激振力矩阵。
波面升高：

η（ｘ，ｔ） ＝ ２
π ∫

∞

０
η∗

０ ｃｏｓ（ｋｘ）ｃｏｓβ∗ ｔｄｋ ＋

∑
∞

ｎ ＝ １

２
π
αｎ（ ｔ） ∫∞

０

Ｆｎ（ｋ）
ｃｏｓｈｋｄ

ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ ＋ ２
π ∫

∞

０

Ｆｎ（ｋ）
ｃｏｓｈｋｄ

ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ × ∫ｔ
０
α·ｎ（τ）ｃｏｓβ∗（ ｔ － τ）ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２０）

４
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２　 数值验证与分析

首先验证模型正确性；其次在脉冲波作用下，与 Ｇ． Ｈｅ 等［６］研究取得的结果进行对比，验证本程序对脉

冲波作用下的有效性；最后深入研究边界条件、刚度系数，质量系数和脉冲幅值对响应和产生的辐射势波高

的影响。
２ １　 模型验证

为验证模型正确性，首先对比解析解［４］ 和 ＦＥＭ⁃ＢＥＭ［５］ 方法，在初始时刻波面水平下，给定竖直板一个

初始弯曲 α ｎ
０ ＝ ０ ０１δ １ｎ 。 板高 Ｄ ＝ １ ０，刚度系数 β ＝ ０ ０１，质量系数 γ ＝ ０ １，板两端固定，水深 ｄ ＝ １ ０。 利

用二级四阶隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 求解。 图 ２ 和 ３ 分别给出竖直板中点的位移和波面在 ｘ ／ ｄ ＝ ４ ０ 辐射波高时间

历程。 可见，不同方法下板中点位移和辐射波高的比较，表明解析解和数值解与本文方法的结果吻合很好，
即验证了本文方法的有效性。

图 ２　 板中点位移验证对比（两边固定）
Ｆｉｇ ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｌａｔｅ ｃｅｎｔｒｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｆｉｘｅｄ）

　
图 ３　 ｘ ／ ｄ ＝ ４ ０ 处辐射波高验证对比（两边固定）
Ｆｉｇ ３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ａｔ ｘ ／ ｄ ＝ ４ ０

（ｂｏｔｈ ｓｉｄｅｓ ｆｉｘｅｄ）

２ ２　 脉冲波对竖直板的冲击

针对波浪对刚性竖直板作用的研究不少，但目前考虑它们之间的水弹性影响却不多。 由脉冲函数可以

组合出多种波浪分布形式，因此能够考虑各种波浪与弹性板的相互作用。 为了简便起见，这里仅考虑单脉冲

波对竖直板的冲击，取参数 ａ ／ ｄ ＝ ０ ０５，ｘ０ ／ ｄ ＝ ０ ７，ｓ ／ ｄ ＝ ０ ５。 质量系数 Ｄ＝ ０ １ 时，不同边界条件下竖直板

振动响应的时间历程和水弹性响应引起指定点的辐射波面时间历程见图 ４ 和 ５。

图 ４　 板中点位移对比

Ｆｉｇ ４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｐｌａｔｅ

图 ４（ａ）和（ｂ）中给出与 Ｇ． Ｈｅ［６］研究结果对比，吻合良好，证明本方法在脉冲波作用下的可行性。 由图

４ 也可见：脉冲波冲击下板的响应频率受刚度系数影响很大，响应频率随着刚度系数的增大而变快；板的响

５
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应幅值跟刚度系数和边界条件均有关，响应幅值随刚度系数增大而减小，弹性板在两边简支下变形最大，一
边固定次之，两边固定变形最小，而板的响应的衰减由快到慢依次是一边固定、两边简支、两边固定。 尤其两

边固定情况下，板的响应消失很慢，这很容易引起板的疲劳损伤。

图 ５　 ｘ ／ ｄ ＝ ０ ７ 辐射波高对比

Ｆｉｇ ５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ａｔ ｘ ／ ｄ ＝ ０ ７

图 ５ 表明：脉冲波冲击下板的振动所引起的辐射波受刚度系数的影响明显，随着刚度系数的增大辐射波

频加快；且边界条件的不同，辐射波衰减快慢也不同，一边固定情况下，辐射波衰减远快于两边固定和两边

简支。
图 ６ 为刚度系数 β＝ ０ ０１ 时，不同质量系数下竖直板的振动响应的时间历程，可见：脉冲波冲击下，质量

系数对板的运动响应有影响，但规律不明显，主要是由于板的振动初期受脉冲波冲击影响较大，当脉冲波消

失后，水弹性开始起主导作用，二者叠加呈现图中所示的现象。

图 ６　 不同质量系数下板中点位移对比

Ｆｉｇ ６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑｕａｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图 ７ 和 ８ 表示不同脉冲幅值下竖直板振动响应和辐射波面的时间历程，可见：脉冲波作用下，脉冲幅值

对板的振动响应和辐射波高均有明显影响。 以一边固定为例，随着脉冲幅值增大，板的响应幅值和辐射波高

都变大。 此外脉冲波冲击下，在板的振动初期会产生较大变形，此时对结构物的危害最大。

６
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图 ７　 不同脉冲幅值下板中点位移对比（一边固定）
Ｆｉｇ ７ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｐｌａｔｅ

（ｏｎｅ ｓｉｄｅ ｆｉｘｅｄ）

　
图 ８　 不同脉冲幅值下 ｘ ／ ｄ ＝ ０ ７ 处辐射波高对比（一边固定）

Ｆｉｇ ８ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ａｔ ｘ ／ ｄ ＝ ０ ７
（ｏｎｅ ｓｉｄｅ ｆｉｘｅｄ）

３　 结　 语

基于势流理论和模态叠加法，利用傅里叶与拉普拉斯变换求解流场，再与板的运动方程耦合，使用二级

四阶隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法求解耦合方程。 首先验证了在板的初始弯曲下响应结果与解析解和 ＢＥＭ⁃ＦＥＭ 数

值解吻合很好，说明方法的正确性。 此方法的优点在于确定时间步长情况下，可事先计算好耦合方程中的振

动积分函数，方便接下来的各种情况计算，节省时间。 其次考虑了不同刚度系数、质量系数、脉冲幅值、边界

条件情况下脉冲波对竖直板的水弹性响应影响，最后得到如下结论：
（１）板的刚度系数越大，板的振动频率越快，振动幅值越小。
（２）脉冲波作用下，板的边界条件对板的水弹性响应有很大影响，两边固定振动幅值远小于一边固定和

两边简支，且板的振动和辐射波的衰减要慢很多，尤其两边固定情况下，板的振动衰减很慢，容易造成板的疲

劳损伤。
（３）脉冲波冲击下，弹性板振动会瞬间产生较大变形，这表明脉冲波对结构的危害不可忽视；板的振动

幅度和辐射波高随脉冲幅值增大而增大；响应初期主要以脉冲波冲击为主，而后水弹性占主导。
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