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钢筋混凝土三点弯曲梁裂缝扩展过程模拟

胡少伟， 米正祥
（南京水利科学研究院， 江苏 南京　 ２１００２９）

摘要： 改进后的扩展有限元法位移函数能够更好地反映真实的裂缝尖端渐近位移场，而且无需后处理便可求

得应力强度因子，从而为分析裂缝扩展过程提供了便利。 为研究钢筋混凝土三点弯曲梁裂缝扩展过程的规律，
采用改进后的扩展有限元方法模拟了不同配筋率和不同钢筋位置的三点弯曲梁。 文中阐述了改进后扩展有限

元法的基本原理，利用虚功原理推导了其支配方程，并介绍了钢筋混凝土三点弯曲梁的应力强度因子计算方

法。 研究表明：对于超筋结构，起裂断裂韧度与试件配筋率无关；钢筋处于临界位置时起裂韧度与失稳韧度均

达到最小值 ０ ５６７ 和 １ ６６６ ９ ＭＰａ·ｍ０ ５，且钢筋贯穿裂缝时的断裂韧度小于钢筋未贯穿裂缝时的值，对含有宏

观裂缝的结构进行锚杆加固时应将锚杆置于裂缝前端。

关　 键　 词： 钢筋混凝土； 三点弯曲梁； 改进后扩展有限元； 配筋率； 断裂韧度

中图分类号： ＴＵ３７５ １　 　 　 文献标志码： Ａ 　 　 　 文章编号：１００９－６４０Ｘ（２０１５）０３－０００９－０９

钢筋混凝土结构受力破坏过程也就是裂缝的扩展过程，深入研究其裂缝扩展机理以及影响其断裂参数

的不同因素，对钢筋混凝土结构裂缝稳定性检测、裂缝安全评价以及对已建工程进行合理的加固具有重要的

工程价值和实践意义［１］。 扩展有限元法是目前求解裂缝扩展等不连续问题最有效的数值计算方法，它最早

由美国西北大学 Ｔ． Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ 教授为代表的研究组提出［２］，２０００ 年，被该课题组正式命名为扩展有限元法

（ＸＦＥＭ： Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ）。
扩展有限元法以单位分解法为基础，在常规的有限元位移模式中增加反映局部特性的附加函数，以反映

结构的不连续性；如在模拟裂纹扩展时，被裂纹分开的单元节点用广义的 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数加强，以反映裂纹面

的不连续性，对包含有裂缝尖端的单元节点用裂缝尖端渐近位移场函数进行加强，以反映裂缝尖端区域的局

部特性［３－４］。 由于该方法在分析裂缝扩展等不连续问题时具有独特的优势，提出后在短短的几年里便得到

了快速发展与广泛应用，也为断裂力学数值模拟开辟了一条新途径［５］。
Ｂ． Ｌ Ｋａｒｉｈａｌｏｏ 等［６］陈述了 ＸＦＥＭ 在静态裂纹问题中的应用，并与广义有限元法进行了比较。 Ｎ．

Ｓｕｋｕｍａｒ 等［７］陈述了如何在传统有限元程序上实现 ＸＦＥＭ 功能，并利用改进后的程序模拟了复合材料的裂

缝扩展问题。 为了分析形状复杂的多裂纹断裂问题，Ｍ． Ｓｔｏｌａｒｓｋａ 等［８］把水平集法与 ＸＦＥＭ 结合起来研究动

态裂纹的扩展问题，这样通过水平集法可以方便的追踪裂纹与裂缝尖端位置，确定裂纹的扩展速率与扩展方

向，通过 ＸＦＥＭ 计算应力和应变。 Ｎ． Ｓｕｋｕｍａｒ 等［９］ 利用裂缝尖端位移逼近函数改进了裂缝尖端节点，通过

区域积分法计算了复合型裂缝的应力强度因子，并提出用新的约束三角化算法形成初始有限元网格的方法。
Ｘ． Ｙ． Ｌｉｕ 等［１０－１１］为了改善计算精度，对含有裂缝尖端单元的结点位移场函数进行了调整，他不但使用裂缝

尖端位移场的主要项，还使用了高阶项；同时，他还证明了改进后的位移近似函数与实际的裂缝尖端渐近位
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移场是等价的。 余天堂［１２］利用虚功原理导出了扩展有限元法求解的支配方程，给出了求解不连续函数的积

分方法，探讨了缝尖应力强度因子的计算方法。 方修君等［１３］ 利用虚设节点法，在通用有限元程序内嵌入了

扩展有限元法的功能，改进了三角形子域积分算法，推导了子域积分与 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数间的关系。 董玉文

等［１４］推导了重力坝水力劈裂问题的有限元列阵，给出了水压力作用下 ＸＦＥＭ 的实现方法，并通过模拟向家

坝重力坝坝踵水力劈裂问题，展示了这种方法的优越性。
本文利用改进后的扩展有限元法对钢筋混凝土三点弯曲梁裂缝过程进行数值模拟，并讨论配筋率、钢筋

位置等不同因素对混凝土断裂参数的影响。

１　 改进后扩展有限元法

图 １　 含任意裂纹单元节点加强示意

Ｆｉｇ １ Ｎｏｄｅ ｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎｉｎｇ ｏｆ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｃｒａｃｋ ｕｎｉｔ

１ １　 位移模式的建立

Ｂｅｌｌｙｓｃｈｋｏ 等构造位移模式时，裂纹尖端单元节点加强函

数只选取了裂纹尖端渐近位移场函数的主要项，而且假定裂

纹尖端周围被加强节点的附加系数是相互独立的，这样加强

的位移场并不是真实的裂纹尖端渐近位移场。 为了改善计算

精度，对含有裂缝尖端的单元节点进行加强时，在使用裂纹尖

端渐近位移场函数主要项的同时还应采用高阶项；不但对裂

缝尖端单元节点（第 １ 层需要改进的单元）进行加强，而且对

裂缝尖端单元周围的外层单元（分别为第 ２ 层、第 ３ 层等需要

改进的单元）也应进行加强。
如图 １ 所示的含有一条任意裂缝的平面断裂问题，改进

后的扩展有限元离散位移表达式［１０］为：
ｕ（ｘ）
ｖ（ｘ）{ } ＝ ∑

ｉ∈Ｉ
Ｎｉ（ｘ）

ｕ０ｉ

ｖ０ｉ{ } ＋ ∑
ｊ∈Ｊ

Ｎ ｊ（ｘ）Ｈ（ｘ）
ａ１ｊ

ａ２ｊ
{ } ＋ ∑

ｍ∈Ｍ
Ｎｍ（ｘ）Ｌ

ｕｔｉｐ
ｍ

ｖｔｉｐｍ{ } （１）

式中： Ｉ 为区域内所有离散节点集合； （ｕ０ｉ，ｖ０ｉ） 为连续部分节点位移； Ｎｉ（ｘ） 为常规有限元形函数；Ｊ 为被裂

纹贯穿单元节点集合，如图 １ 中用小方框所示； Ｈ（ｘ）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，在裂纹上方取 １，在裂纹下方取－１；
（ａ１ｊ，ａ２ｊ） 为与 Ｈ（ｘ）相关的节点改进自由度；Ｍ 为裂纹尖端单元节点集合，如图 １ 中用小圆圈所示； （ｕｔｉｐ

ｍ ，
ｖｔｉｐｍ ） Ｔ 为裂纹尖端改进节点 ｍ 的渐近位移场；Ｌ 为坐标转换矩阵。

需要说明的是，一个节点不能同时属于裂纹尖端单元和被裂纹贯穿的单元，如二者冲突，则该节点应优

先属于裂纹尖端单元。
裂纹尖端渐近位移场函数的一般表达式［１５］为：

ｕｔｉｐ

ｖｔｉｐ{ } ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １

ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｂΙｎ

ｂΙΙｎ
{ } （２）

式中：Ｎ 为裂纹展开式的最大项数；ｂⅠｎ，ｂⅡｎ为相应的系数。 对于各向同性材料， ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ[ ] Ｔ 的表达

式如下：

ｆ１１ｎ
ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ
ｆ２２ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ ｒ
ｎ
２

２μｎ ２π

［κ ＋ ｎ
２

＋ （ － １） ｎ］ｃｏｓ ｎ
２
θ － ｎ

２
ｃｏｓ（ ｎ

２
－ ２）θ

［κ ＋ ｎ
２

＋ （ － １） ｎ］ｓｉｎ ｎ
２
θ － ｎ

２
ｓｉｎ（ ｎ

２
－ ２）θ

［κ － ｎ
２

＋ （ － １） ｎ］ｓｉｎ ｎ
２
θ － ｎ

２
ｓｉｎ（ ｎ

２
－ ２）θ

－ ［κ － ｎ
２

＋ （ － １） ｎ］ｃｏｓ ｎ
２
θ － ｎ

２
ｃｏｓ（ ｎ

２
－ ２）θ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３）

０１
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式中：ν 为泊松比；μ 为剪切模量；对于平面应变问题，κ＝ ３－４ν，对于平面应力问题，κ＝（３－ν） ／ （１＋ν）。
将式（２）代入式（１）可得：

ｕ（ｘ）
ｖ（ｘ）{ } ＝ ∑

ｉ∈Ｉ
Ｎｉ（ｘ）

ｕ０ｉ

ｖ０ｉ{ } ＋ ∑
ｊ∈Ｊ

Ｎ ｊ（ｘ）Ｈ（ｘ）
ａ１ｊ

ａ２ｊ
{ } ＋ ∑

ｍ∈Ｍｋ

Ｎｍ（ｘ）Ｌ∑
Ｎ

ｎ ＝ １

ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｂΙｍｎ

ｂΙΙｍｎ
{ } （４）

式中：Ｍｋ 为裂缝尖端所在单元的节点集合，第 １ 层需要改进的单元为 Ｍｋ１ ，第 ２ 层需要改进的单元为 Ｍｋ２ ，
则裂纹尖端改进单元 Ｍｋ ＝ Ｍｋ１ ∪ Ｍｋ２ 。
１ ２　 支配方程的建立

改进后扩展有限元法的位移模式构造好后，其支配方程便可用虚功原理推导［１２］。 如果结构发生了一个

虚位移 δｕ，空间任意含裂纹的弹性体等效积分形式为：

∫
Ω
（Ñ·σ）δｕｄΩ ＋ ∫

Ω
ｆδｕｄΩ ＝ ０ （５）

式中：ｆ 为单位体积力；Ω 为不包含裂纹面的三维体。
由应力张量的对成性与 Ｇｒｅｅｎ 公式可得：

∫
Γｔ∪Γｕ

ｔδｕｄΓ ＋ ∫
Γｃ
ｔδｕｄΓ － ∫

Ω
σ：δεｄΩ ＋ ∫

Ω
ｆδｕｄΩ ＝ ０ （６）

由于在应力边界 Γ ｔ 上 ｔ－ ＝ σ·ｎ ，在位移边界 Γｕ 上虚位移 δｕ ＝ ０；裂纹面为自由面，故可认为裂纹面 Γｃ上的

面力 ｔ－ ＝ ０，这样便可得到不连续边值问题的虚功方程，如式（７）所示：

∫
Ω
σ：δεｄΩ ＝ ∫

Γｔ
ｔδｕｄΓ ＋ ∫

Ω
ｆδｕｄΩ （７）

将改进后扩展有限元法的位移表达式代入式（７），便可得改进扩展有限元的支配方程为：
Ｋｄ ＝ Ｒ （８）

式中：ｄ 为节点未知自由度向量，对于加强节点，不仅包括常规自由度 ｕ，还包含了附加自由度 ａ 与 ｂ；Ｋ 为整

体刚度矩阵，由单元刚度矩阵组装得到，其表达式为：

ｋｅ
ｉｊ ＝

ｋｕｕ
ｉｊ ｋｕａ

ｉｊ ｋｕｂ
ｉｊ

ｋａｕ
ｉｊ ｋａａ

ｉｊ ｋａｂ
ｉｊ

ｋｂｕ
ｉｊ ｋｂａ

ｉｊ ｋｂｂ
ｉｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｋｒｓ
ｉｊ ＝ ∫

Ω ｅ
（Ｂｒ

ｉ） ＴＤＢｓ
ｊ ｄΩ （ ｒ，ｓ ＝ ｕ，ａ，ｂ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（９）

其中形函数导数矩阵 Ｂｕ
ｉ ， Ｂａ

ｉ ， Ｂｂ
ｉ 分别为：

Ｂｕ
ｉ ＝

∂Ｎｉ ／ ∂ｘ ０
０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｙ

∂Ｎｉ ／ ∂ｙ ∂Ｎｉ ／ ∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Βａ
ｉ ＝

∂（ＮｉＨ） ／ ∂ｘ ０
０ ∂（ＮｉＨ） ／ ∂ｙ

∂（ＮｉＨ） ／ ∂ｙ ∂（ＮｉＨ） ／ ∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１０）

Ｂｂ
ｉ ＝ Ｂｂ１

ｉ Ｂｂ２
ｉ Ｂｂ３

ｉ … Ｂｂｎ
ｉ … ＢｂＮ

ｉ[ ]

Ｂｂｎ
ｉ ＝

∂
∂ｘ

Ｎｉ（ｘ）
ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ０

０
∂
∂ｙ

Ｎｉ（ｘ）
ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∂
∂ｙ

Ｎｉ（ｘ）
ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

∂
∂ｘ

Ｎｉ（ｘ）
ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１１）

Ｒ 为整体荷载列阵，由单元荷载列阵组装得到，其表达式：

１１
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ｒｅｉ ＝ ［ ｒｕｉ 　 ｒａｉ 　 ｒｂ１ｉ 　 ｒｂ２ｉ 　 ｒｂ３ｉ …ｒｂＮｉ ］ Ｔ （１２）

ｒｕｉ ＝ ∫
Γ
Ｎｉ ｔ

－ｄΓ ＋ ∫
Ω ｅ
Ｎｉ ｆｄΩ ＋ ＮｉＦ （１３）

ｒａｉ ＝ ∫
Γ
ＮｉＨｔ－ｄΓ ＋ ∫

Ω ｅ
ＮｉＨｆｄΩ ＋ ＮｉＨＦ （１４）

ｒｂｎｉ ＝ ∫
Γ
Ｎｉ

ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｔ－ｄΓ ＋ ∫

Ωｅ
Ｎｉ

ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｆｄΩ ＋ Ｎｉ

ｆ１１ｎ ｆ１２ｎ
ｆ２１ｎ ｆ２２ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Ｆ （１５）

式中：ｔ－ 为面力；ｆ 为体力；Ｆ 为集中力；ｒｕｉ 为常规单元荷载列阵；ｒａｉ 为被裂纹贯穿单元荷载附加列阵；［ ｒｂ１ｉ ｒｂ２…
ｒｂＮｉ ］ Ｔ 为裂缝尖端单元荷载附加列阵。
１ ３　 应力强度因子的计算

应力强度因子是表征裂纹尖端应力应变场强度的重要参量，其不仅与裂纹的几何形状有关，而且与荷载

形式也有关系。 应用扩展有限元法进行断裂分析时，应力强度因子的计算方法有直接法与间接法。 间接法

是指先计算能量释放率，然后利用它与应力强度因子之间的关系换算得到应力强度因子，常用的方法有能量

法、柔度法、Ｊ 积分法等。 直接法是指先计算裂纹尖端附近的应力与位移，然后将计算结果代入相应的应力

强度因子计算公式，直接得到应力强度因子。
本文采用直接法计算应力强度因子。 在得到单元刚度矩阵 ｋｅ

ｉｊ与单元荷载列阵 ｒ３ｉ 后，通过组装便可得到

整体刚度矩阵 Ｋ 与整体荷载列阵 Ｒ，然后代入式（１４），通过解线性代数方程组便可得到各个节点的节点位

移。 对一般的节点可解得常规位移 ［ｕ０ｉ 　 ｖ０ｉ］ Ｔ ，被裂纹贯穿的单元节点可解得常规自由度 ［ｕ０ｉ 　 ｖ０ｉ］ Ｔ 和附

加自由 度 ［ａ１ｉ 　 ａ２ｉ］ Ｔ ， 含 有 裂 纹 尖 端 的 单 元 节 点 可 解 得 常 规 自 由 度 ［ｕ０ｉ 　 ｖ０ｉ］ Ｔ 与 附 加 自 由 度

［ｂⅠ１ ｂⅡ１ ｂⅠ２ ｂⅡ２ … ｂⅠＮ ｂⅡＮ］ Ｔ ，则含有裂纹尖端的单元节点附加自由度的第一项就是Ⅰ型与Ⅱ
型断裂的应力强度因子 ＫⅠ与 ＫⅡ，即 ｂⅠ１ ＝ ＫⅠ，ｂⅡ１ ＝ ＫⅡ ，而无需再通过后处理法计算应力强度因子。

２　 裂缝模拟计算实例

２ １　 不同配筋率三点弯曲梁裂缝扩展过程

强度等级 Ｃ６０ 的钢筋混凝土三点弯曲梁计算模型见图 ３，试件长、高、宽分别为 １ ０００， ２００ 和 １２０ ｍｍ，
跨度 ８００ ｍｍ，初始裂缝长 ８０ ｍｍ。 混凝土受拉应力区配置两根光圆热轧钢筋 ＨＰＢ２３５，钢筋直径为 ３，４，５，
６，８ 和 １０ ｍｍ 时，配筋率 ρ ｓ 分别为 ０ ５９％，１ ０５％，１ ６３％，２ ３８％，４ ２１％和 ６ ５４％，钢筋保护层厚度为

２５ ｍｍ。 混凝土梁采用 ８ 节点实体单元（Ｃ３Ｄ８Ｒ），网格密度为 ５０×１３×６；钢筋采用桁架单元（Ｔ３Ｄ２），网格密

度为 １００×２。 左端采用铰支座，右端采用滑动支座，采用位移加载方式，最大主拉应力牵引损伤开裂准则。
通过定义“Ｅｍｂｅｄｅｄ Ｒｅｇｉｏｎ”这一相互作用关系，将钢筋嵌入混凝土中来实现钢筋与混凝土之间的协同工作，
不考虑钢筋与混凝土之间的滑移。 加载点和支座处各加一刚性垫块，垫块与混凝土梁之间采用绑接约束，并
通过设置垫块的弹性模量将其变形控制在很小范围内。

混凝土弹性模量 Ｅ＝ ３６ ＧＰａ，泊松比 ν＝ ０ １６７，质量密度 ρ ＝ ２ ４００ ｋｇ ／ ｍ３，极限抗拉强度 ｆｔ ＝ ２ ２０ ＭＰａ，
断裂能 Ｇ ｆ ＝ １４７ Ｎ ／ ｍ。 钢筋的弹性模量 Ｅｓ ＝ ２ ０６×１０５ ＭＰａ，泊松比 ν＝ ０ ３，质量密度 ρ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，屈服强

度 ｆｙ ＝ ２３５ ＭＰａ。
裂纹扩展路径图、 σ ｘ 应力云图以及 ｙ 方向位移云图见图 ２。 由图可知，应力与位移均呈对称分布，加载

点处存在显著地压应力区，混凝土拉应力最大值发生在裂纹尖端附近，并且在此处应力集中现象非常明显，
能够较好地模拟裂纹尖端应力场的奇异性。 挠度最大值出现在跨中位置，裂纹沿预制裂缝延长线方向竖直

向上扩展，与典型的Ⅰ型裂纹扩展相吻合，并且裂纹的扩展过程不依赖于网格边界，裂纹在单元内部扩展，在
模拟裂纹扩展过程时并不需要重新划分网格。
　 　 图 ３ 为不同配筋率试件的荷载－裂缝口张开位移（Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ）曲线。 由图可知，在加载的初始阶段荷载 Ｆ
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图 ２　 计算模型及结果

Ｆｉｇ ２ Ａ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ３　 不同配筋率试件的 Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线

Ｆｉｇ ３ Ｆ⁃ＳＣＯＭＤｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ ｒａｔｉｏｓ

与裂缝口张开位移 ＳＣＯＭＤ之间呈线性关系，当加载至

某一步使混凝土开裂后， Ｆ 与 ＳＣＯＭＤ之间不再呈线性

关系，混凝土表现出黏弹性特性；随着加载步的继

续，荷载逐渐增大到峰值荷载，之后便开始卸载，但
是卸载过程非常缓慢，主要是因为加载过程进行到

后期，混凝土逐渐退出工作，由钢筋单独承受外荷

载，并且当荷载下降到一定值后，钢筋混凝土试件的

Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线表现出与钢筋的荷载－应变（Ｆ⁃ε）曲线相

似的特性。
配筋率 ρｓ 越大， Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线越陡，上升段斜率

越大，在相同的荷载增量下，裂缝口张开位移增量越

小，发生单位位移所需要的能量亦越大，结构的延性

越差。 随着配筋率 ρｓ 的增加，Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线的临界点

逐渐后移，临界裂缝口张开位移 ＳＣＯＭＤ ｃ逐渐增大。 钢筋混凝土试件的起裂荷载与失稳荷载亦随 ρｓ 的增大而

逐渐增大。 不同配筋率试件的断裂参数和断裂韧度见表 １ 和 ２。
表 １　 不同配筋率试件的断裂参数

Ｔａｂ １　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ ｒａｔｉｏ

编号 Ｆｉｎｉ ／ ｋＮ Ｆｉｎｉ
ｓ ／ ｋＮ Ｆｍａｘ ／ ｋＮ Ｆｍａｘ

ｓ ／ ｋＮ ａｃ ／ ｍｍ

ＣＲ６０－３ ５ ２９８ ２ ５３９ ７ ８６３ ３ ３１４ １１５ ２

ＣＲ６０－４ ６ ３４６ ４ ３０９ ９ ８０９ ５ ８９９ １１３ ０

ＣＲ６０－５ ７ ６５２ ６ ４８１ １２ ２５ ９ １６５ １０９ ９

ＣＲ６０－６ ９ １０２ ８ ８４７ １５ １７ １３ ３９ １０４ ８

ＣＲ６０－８ １２ ３９ １４ ０６ ２２ ６８ ２３ ７４ ９５ ３

ＣＲ６０－１０ １５ ６９ １９ １４ ３２ １４ ３６ ８９ ８５ ５

注： Ｆｉｎｉ 为混凝土开裂时刻外荷载；Ｆｉｎｉ
ｓ 为钢筋约束力； Ｆｍａｘ 为失稳时刻外荷载； Ｆｍａｘ

ｓ 为最大钢筋约束力；ａｃ 为临界有效裂缝长度；编号

ＣＲ６０－３ 中，ＣＲ６０ 表示强度等级为 Ｃ６０ 的钢筋混凝土，３ 表示钢筋直径为 ３ ｍｍ，其他试件依此类推。

由表 １ 可知，混凝土开裂和失稳时刻的外荷载和钢筋约束力均随配筋率 ρｓ 的增大而逐渐增大，而且增

大速度也越来越快。 临界有效裂缝长度 ａｃ 随配筋率 ρｓ 的增大而逐渐减小，并且减小幅度逐渐增大。 说明

配筋率 ρｓ 越大，钢筋对混凝土的约束作用越强，裂缝的扩展越不充分，结构的延性越差，并且当配筋率 ρｓ 增

大到一定值后，结构将由延性破坏转变为脆性破坏。
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表 ２　 不同配筋率试件的断裂韧度

Ｔａｂ ２　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｔｏｕｇｈｎｅｓｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ ｒａｔｉｏｓ （ＭＰａ·ｍ０ ５）

编号 Ｋｉｎｉ
ＩＦ Ｋｉｎｉ

ＩＳ Ｋｉｎｉ
ＩＣ Ｋｕｎ

ＩＦ Ｋｕｎ
ＩＳ Ｋｕｎ

ＩＣ

ＣＲ６０－３ １ １２３ ４ ０ ２４２ ８ ０ ８８０ ６ ２ ６１４ １ ０ ５５３ ２ ２ ０６１ ０

ＣＲ６０－４ １ ２７８ ２ ０ ４１２ １ ０ ８６６ ２ ２ ９８９ ０ ０ ９４０ ６ ２ ０４８ ５

ＣＲ６０－５ １ ４７１ ２ ０ ６１９ ８ ０ ８５１ ４ ３ ４０５ ０ １ ３７８ １ ２ ０２６ ８

ＣＲ６０－６ １ ６８５ ３ ０ ８４６ ０ ０ ８３９ ３ ３ ７４７ ８ １ ８３２ ９ １ ９１４ ９

ＣＲ６０－８ ２ １７０ ４ １ ３４４ ２ ０ ８２６ ３ ４ ６１１ ３ ２ ７７９ ７ １ ８３１ ６

ＣＲ６０－１０ ２ ６５８ ２ １ ８２９ ９ ０ ８２８ ３ ５ ５３８ ７ ３ ７６５ ５ １ ７７３ ２

由表 ２ 可知，起裂断裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ随配筋率 ρｓ 的增大而逐渐减小，但减小速度越来越慢，当配筋率 ρｓ 增大

到一定值后，起裂断裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ不再随配筋率 ρｓ 变化，说明对于超筋结构，配筋率 ρｓ 不影响混凝土的起裂断

裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ 。

荷载失稳断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＦ与钢筋失稳断裂韧度 Ｋｕｎ

ＩＳ 随配筋率 ρｓ 的增大亦逐渐增大，因为配筋率 ρｓ 越大，失
稳时刻的外荷载 Ｆｍａｘ 与钢筋约束力 Ｆｍａｘ

ｓ 均越大， Ｋｕｎ
ＩＦ 与 Ｋｕｎ

ＩＳ 亦越大。 但失稳断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＣ 随配筋率 ρｓ 的增大

亦逐渐减小，并且减小幅度逐渐增大。 主要原因是：配筋率 ρｓ 越大，钢筋对混凝土的约束作用越强，裂缝的

扩展也越不充分，导致结构的失稳断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＳ 越小。 将表 ２ 中的结果绘图并利用最小二乘法原理拟合得

到 Ｋ ｉｎｉ
ＩＳ ， Ｋｕｎ

ＩＣ 与 ρｓ 之间的关系如式（１６）和（１７）。
Ｋ ｉｎｉ

ＩＣ ＝ － ０ １５７ ４ρ ３
ｓ ＋ ０ ３８４ ７ρ ２

ｓ － ０ ３０２ ３ρ ｓ ＋ ０ ９０３ ３ （１６）
Ｋｕｎ

ＩＣ ＝ ０ ５４５ ４ρ ３
ｓ － ０ ４９２ρ ２

ｓ － ０ ３７１ ５ρ ｓ ＋ ２ １０６ １ （１７）
其中，式（１６）和（１７）的回归系数分别为 ０ ９９９ ８ 和 ０ ９７５ ２。
２ ２　 不同钢筋位置三点弯曲梁裂缝扩展过程

钢筋截面中心到试件底部的距离分别为 ４５，５０，５５，６０，６５ 和 ７０ ｍｍ，初始裂缝长度为 ６０ ｍｍ，试件长、
高、宽分别为 １ ０００，２００ 和 １２０ ｍｍ，跨度为 ８００ ｍｍ。 在每个试件混凝土受拉应力区配置两根光圆热轧钢筋

ＨＰＢ２３５，钢筋直径为 ８ ｍｍ。 混凝土梁采用 ８ 节点实体单元（Ｃ３Ｄ８Ｒ），网格密度为 ５０×１３×６；钢筋采用桁架

单元（Ｔ３Ｄ２），网格密度为 １００×２。
混凝土弹性模量 Ｅ＝ ３６ ＧＰａ，泊松比 ν＝ ０ １６７，密度 ρ ＝ ２ ４００ ｋｇ ／ ｍ３，极限抗拉强度 ｆｔ ＝ ２ ２０ Ｍｐａ，断裂能

Ｇ ｆ ＝ １４７ Ｎ ／ ｍ；钢筋弹性模量 Ｅｓ ＝ ２ ０６×１０５ ＭＰａ，泊松比 ν＝ ０ ３，密度 ρ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，屈服强度 ｆｙ ＝ ２３５ ＭＰａ。
图 ４ 为钢筋到试件底部距离为 ７０ ｍｍ 的试件加载至不同步时的应力云图。 由图 ４ 可知，整个加载过程

中应力基本呈对称分布，加载点附近存在压应力区，预制缝两侧的混凝土可以继续承受荷载，并且应力分布

呈拱形。 拉应力最大值出现在裂缝尖端位置，应力集中现象比较明显，能够很好地模拟裂缝尖端的应力奇异

性。 裂缝沿预制裂缝竖直向上扩展，破坏形式符合Ⅰ型断裂。
当加载至第 １４ 步时，裂缝尖端位置的混凝土由于应力集中而开裂，并且裂缝开始向前扩展，随着裂缝的

扩展，中性轴逐渐上移，受拉应力区逐渐增大，受压应力区逐渐减小，当加载至第 ６９ 步时，受压应力区已消

失，这种受力特性持续到第 ９８ 步，之后又出现受压应力区，直至整个结构发生失稳破坏（第 １９０ 步）。
图 ５ 为不同钢筋位置的各试件荷载－裂缝口张开位移（Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ）曲线。 由图 ５ 可知，开裂之前，钢筋混凝

土试件的 Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线基本与钢筋位置无关，即 Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线的线性段接近重合，并且各试件的卸载段部分基

本平行，说明钢筋位置对结构的刚度影响很小。 起裂荷载与失稳荷载随着钢筋距试件底部距离的增大而逐

渐减小，但减小程度不明显，说明钢筋位置对混凝土试件的起裂荷载与失稳荷载有一定影响，但影响不大。
表 ３ 给出了各试件的起裂荷载、失稳荷载、钢筋约束力以及临界有效裂缝长度等断裂参数。 由表可知，

起裂荷载 Ｆ ｉｎｉ 随钢筋到试件底部距离的增大而逐渐减小，当钢筋刚好在裂缝尖端时，起裂时刻的外荷载与钢
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图 ４　 裂纹扩展过程

Ｆｉｇ ４ Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ

图 ５　 不同钢筋位置试件的 Ｆ⁃ＳＣＯＭＤ曲线

Ｆｉｇ ５ Ｆ⁃ＳＣＯＭＤｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

筋约束力均达到最小值。 失稳荷载 Ｆｍａｘ 亦具有与起

裂荷载相似的规律。
由于钢筋到试件底部的距离越远，钢筋对裂缝

的约束作用越弱，断裂过程区在荷载作用下的扩展

越充分，结构的延性越好，临界有效裂缝长度 ａｃ 就越

大；但是随着钢筋距试件底部距离的增大，其越来越

接近试件上边界，断裂过程区受上边界的约束作用

越来越强，裂缝扩展也就越不充分了，因而临界有效

裂缝长度 ａｃ 增大到一定值后反而开始减小。 当钢筋

刚好在初始裂缝尖端时，裂缝尖端的钢筋阻止了裂

缝尖端继续扩展，断裂过程区的发展也受到抑制，表
现为临界有效裂缝长度 ａｃ 明显减小。

表 ３　 不同钢筋位置试件断裂参数

Ｔａｂ ３　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

编号 Ｆｉｎｉ ／ ｋＮ Ｆｉｎｉ
ｓ ／ ｋＮ Ｆｍａｘ ／ ｋＮ ａｃ ／ ｍｍ ａ０ ／ ａｃ

ＣＲ６０－４５ ７ ２３８ ４ ０１６ ２２ ５９１ ８１ ７ ０ ７３４ ３

ＣＲ６０－５０ ６ ９８１ ３ ６７９ ２１ ６６６ ８４ １ ０ ７１３ ７

ＣＲ６０－５５ ６ ７３５ ４ １０４ ２０ ４８８ ８８ ０ ０ ６８２ １

ＣＲ６０－６０ ６ ２０１ １ ８１０ ２０ ９５３ ８４ ０ ０ ７１４ １

ＣＲ６０－６５ ６ ３７８ ３ ５５１ １９ １７１ ９１ ８ ０ ６５３ ４

ＣＲ６０－７０ ５ ９０９ ２ ９５５ １９ ２５８ ９０ ７ ０ ６６４ ３

注：编号 ＣＲ６０－４５ 中，ＣＲ６０ 表示强度等级为 Ｃ６０ 的钢筋混凝土试件，４５ 表示钢筋距试件底部的距离为 ４５ ｍｍ，其他试件依此类推。

各试件断裂韧度计算结果见表 ４。 可见，随着钢筋到试件底部距离的增大，起裂断裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ 先逐渐

减小，当减小到 ０ ５６７ ＭＰａ·ｍ０ ５后开始增大，并且钢筋未贯穿裂缝时的起裂断裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ 大于钢筋贯穿

裂缝时的起裂断裂韧度 Ｋ ｉｎｉ
ＩＣ ，说明在实际工程中对含有宏观裂缝的结构进行锚杆加固时应将锚杆置于裂

缝前端。
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表 ４　 不同钢筋位置试件断裂韧度

Ｔａｂ ４　 Ｆｒａｃｔｕｒｅ ｔｏｕｇｈｎｅｓｓ ｆｏｒ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｈａｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｍｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ （ＭＰａ·ｍ０ ５）

编号 Ｋｉｎｉ
ＩＦ Ｋｉｎｉ

ＩＳ Ｋｉｎｉ
ＩＣ Ｋｕｎ

ＩＦ Ｋｕｎ
ＩＳ Ｋｕｎ

ＩＣ

ＣＲ６０－４５ １ ０８２ ３ ０ ３２８ ２ ０ ７５４ １ ３ ７６５ ５ ２ ０６０ ９ １ ７０５ ６

ＣＲ６０－５０ １ ０５３ ２ ０ ３２４ ６ ０ ７２８ ５ ３ ７４８ ６ ２ ０４９ ９ １ ６９８ ７

ＣＲ６０－５５ １ ０２５ ３ ０ ４４９ ３ ０ ５７６ ０ ３ ７６２ ５ ２ ０７０ ６ １ ６９１ ９

ＣＲ６０－６０ ０ ９６４ ７ ０ ３９７ ７ ０ ５６７ ０ ３ ６４３ ６ １ ９６７ ７ １ ６６６ ９

ＣＲ６０－６５ ０ ９８４ ８ ０ ３２７ ０ ０ ６５７ ８ ３ ７５９ ０ ２ ０３７ ８ １ ７２１ ２

ＣＲ６０－７０ ０ ９３１ ６ ０ １６８ ８ ０ ７６２ ８ ３ ６９１ １ １ ９７９ ６ １ ７１１ ５

钢筋 到 试 件 底 部 距 离 ４５， ５０ 和 ５５ ｍｍ 时， 失 稳 断 裂 韧 度 Ｋｕｎ
ＩＣ 分 别 为 １ ７０５ ６， １ ６９８ ７ 和

１ ６９１ ９ ＭＰａ·ｍ０ ５，可见钢筋贯穿裂缝时，失稳断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＣ与钢筋到试件底部的距离无关。 钢筋刚好在初

始裂缝尖端时失稳断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＣ为 １ ６６６ ９ ＭＰａ·ｍ０ ５，此时失稳断裂韧度达 Ｋｕｎ

ＩＣ到最小值，主要是因为裂缝

尖端的钢筋抑制了断裂过程区的发展，使得裂缝扩展不充分。 钢筋距试件底部距离 ６５ 和 ７０ ｍｍ 时的失稳

断裂韧度 Ｋｕｎ
ＩＣ分别为 １ ７２１ ２ 和 １ ７１１ ５ ＭＰａ·ｍ０ ５，可见钢筋未贯穿裂缝时，失稳断裂韧度 Ｋｕｎ

ＩＣ随试件到底部

距离的增大而减小。 钢筋贯穿裂缝时的 Ｋｕｎ
ＩＣ小于钢筋未贯穿裂缝时的 Ｋｕｎ

ＩＣ，而且钢筋处于临界位置时的 Ｋｕｎ
ＩＣ最

小，再次说明在实际工程中对含有宏观裂缝的结构进行锚杆加固时应将锚杆置于裂缝前端。

３　 结　 语

本文详述了改进后扩展有限元法的位移模式，推导了采用改进后扩展有限元计算时的支配方程，并给出

了应力强度因子的计算方法，模拟了不同参数的钢筋混凝土三点弯曲梁裂缝扩展过程。 算例表明，改进后的

扩展有限元法能够很好地模拟裂缝尖端的应力奇异性，裂尖附近不需要布置高密度网格，不需要预先设置裂

缝扩展路径，而且在裂缝扩展过程中不需要调整网格；根据模拟结果，利用最小二乘法可得到起裂断裂韧度、
失稳断裂韧度与配筋率之间的简单关系式；钢筋置于预制裂缝尖端时起裂断裂韧度与失稳断裂韧度均达到

最小值，分别为 ０ ５６７ 和 １ ６６６ ９ ＭＰａ·ｍ０ ５，且钢筋贯穿裂缝时的起裂断裂韧度与失稳断裂韧度均小于钢

筋未贯穿裂缝时的值，这为实际工程中锚杆加固提供了有效的参考依据。
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