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摘要: 针对一些水库水质监测数据序列不仅具有平稳性、周期性,而且具有显著的多尺度性的特点,在单一自

回归模型的基础上,利用多尺度小波分析的原理与方法对水质数据序列作预处理,进行分解与重构,并对重构

的不同尺度下的数据子序列分别建立高、低频自回归预测模型,最后叠加各尺度下的预测结果。 将该方法应用

于梁辉水库 4 种水质指标的预测研究,结果表明与单一自回归模型相比,预测精度有明显提高。
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目前,水质预测主要利用监测的历史数据作为初始序列或训练数据,运用不同数学逻辑方法推算在各类

影响因素作用下未来水质数据的发展趋势[1]。 方法有时间序列模型[2]、灰色理论模型[3]、模糊理论模型[4]、
回归模型和动态系统物元模型[5],以及近年来得到应用的人工神经网络[6] 等。 其中,基于自回归的时间序

列模型,理论基础坚实,计算方法简便,在水质预测中受到普遍欢迎,得到广泛应用。 基于自回归的水质预测

方法可以有多种型式,如淤单一自回归模型, 即对时间序列建立单一自回归方程进行预测;于小波分解+双
自回归,即预先对时间序列进行小波分解,然后对分解所得的高、低频序列分别建立各自的自回归方程,最后

以高、低频自回归方程计算值的叠加值作为预测值;盂自回归+卡尔曼滤波,即对单一自回归模型求得的预

测值,采用卡尔曼滤波进行校正,作为最终预测值;榆小波分解+双自回归+卡尔曼滤波,即对小波分解+双自

回归模型求得的预测值,采用卡尔曼滤波进行校正,作为最终预测值。 进行水质预测时,为了尽量提高预测

的精度,要根据水库水质监测资料的实际情况,合理选择模型,这点至关重要。
一些水库的水质监测数据序列在频域上存在着明显的高频部分和低频部分。 自回归预测模型的方法基

于时间序列的平稳假设,对数据的平稳性要求较高。 如果把时间序列看做一种信号,通过将原始信号分离成

低频信号和高频信号,必然可以提高时间序列的平稳性,从而提高自回归预测模型的精度。 因此,本文选择

上述第 2 种模型,对其原理、步骤及预测成果(以梁辉水库为例)进行介绍,并与单一自回归模型预测成果进

行比较。

1摇 小波分解高、低频双自回归模型原理

1. 1摇 小波分解原理

水质监测数据序列的预处理采用离散小波变换,多尺度离散小波变换能将原始信号(也就是原始水质

监测数据序列)进行不同时间分辨率上的分解。 以分解层数 n 为例,其一般步骤为先将原始信号 S 分解为

低频部分 c1 和高频部分 d1,然后对低频部分 c1 进一步分解为 c2 和 d2,以此类推,逐层分解[7]。
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多尺度小波分解与重构一般通过 Mallat 算法实现[8]。 Mallat 算法理论如下:设 V j 是 L2(R)中的一个多
分辨率的分析,渍 为尺度函数,鬃 j,n为小波函数,Mallat 算法的分解式如下:

cjk = 移cj +11 [渍j +1,l(x)]

d j
k = 移cj +11 [渍j +1,l(x

{ )]
或

cj +1 = HC j

d j +1 = GC{
j

(1)

式中:H 为低通滤波器;G 为高通滤波器。 通过式(1)可以将原始信号分解为 d1,d2,…,d j 和 cj( j 为最大分解

层数),cj 和 d j 分别称为原始信号在分辨率为 2-j的低频信号和高频信号。
为保证水质预测结果更加可靠,分解后还必须利用 Mallat 算法分别重构分解后的高频和低频信号[9],使

它们的样本数与原信号 S 的样本数一致,重构描述公式如下:
CJ = H*CJ+1 + G*DJ+1,摇 J = j - 1,j - 2,…,2 (2)

式中:H*和 G*分别是 H 和 G 的对偶算子。
采用上式对小波分解后的信号进行重构,且有:摇 摇 摇 摇 T = D1 + D2 + … + D j + C j (3)

式中:D1,D2,…,D j 分别为第 1 层、第 2 层、…、第 j 层高频信号重构结果;C j 为第 j 层低频信号重构结果。
1. 2摇 自回归模型的参数估计与检验准则原理

自回归模型(AR)是一种经典的时间序列模型,其原理[10] 如下:对于时间序列{xt},t = 1,2,3,…,n,其
AR(n)为 xt = 渍1xt -1 + 渍2xt -2 + …渍nxt -n + at ,其中 琢t ~ NID(0,滓2

0)。
参数估计就是按照一定方法估计出 渍1,渍2,…,渍n,滓2

a,其中 渍1,渍2,…,渍n 为自回归方程的系数,滓2
a 为误

差服从的分布参数。 由于有:
at = xt - 渍1xt -1 - 渍2xt -2 - … - 渍nxt -n (4)

滓2
a = 1

N - n 移
N

t = n+1
(xt - 移

n

i = 1
渍ixt -i) 2 (5)

于是,一旦估计出 渍i 就可估计出 滓2
a,因此 AR(n)模型的参数估计即是指对 渍1,渍2,…,渍n( t = 1,2,…,n)这

n 个参数的估计。 参数估计的方法分为直接法和间接法两类:直接法包括最小二乘法、解 Yule鄄Walker 方程

法等;间接法包括 LUD 法、BSMF 法、Burg 法等。
上述方法中,用最小二乘法进行参数估计非常简单,参数估计无偏,精度高,可表示为以下方程组:

Y = X椎 + a
Y = [xn+1 摇 xn+2 摇 …摇 xN] T,摇 渍 = [渍1 摇 渍2 摇 …摇 渍n] T,a = [an+1 摇 an+2 摇 …摇 aN] T

X =

xn xn-1 … x1

xn+1 xn … x2

xn+2 xn+1 … x3

xN-1 xN-2 … x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úN-n

(6)

摇 摇 则 椎 的最小二乘估计为:摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渍 = (xTx) -1xTY (7)
摇 摇 本文则以直接最小二乘估计和 Akaike 信息检验准则的 FPE ( Final Prediction Error),AIC ( Akaike
Information Criterion) ,BIC 准则结合具体计算成果进行讨论。 准则的具体计算公式如下:

摇 摇 FPE 准则函数: FPE(n) = N + n
N - n滓

2
a (8)

摇 摇 AIC 准则函数: AIC(n) = Nln滓2
a + 2n (9)

摇 摇 BIC 准则函数: BIC(n) = Nln滓2
a + nlnN (10)

摇 摇 在各自的准则函数取得最小值时的模型为适用模型。

2摇 小波分解高、低频自回归模型

该模型建模共分以下 5 个步骤: 淤利用多尺度小波分析理论对水质数据序列进行多尺度分解,得到数
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据序列的低频信号和高频信号;于通过低通滤波器和高通滤波器的对偶算子分别重构水质信号的低频部分

和高频部分;盂对重构后的高频信号(D1,D2,…)和低频信号(C j)自回归模型进行定阶和参数估计,并对模

型的适用性进行检验,最后分别建立 J+1 个自回归模型;榆建立的自回归模型分别预测各层重构后的高频

信号和低频信号;虞叠加各层预测值得出下一个时刻的预测结果。

3摇 水库水质预测中的应用

以梁辉水库为例,详细说明小波分解高、低频双自回归模型进行水库水质预测的具体过程。 梁辉水库位

于余姚市梨洲街道南庙村,流域面积 35. 06 km2,是一座以防洪、供水为主,结合发电、水产等综合利用功能

的中型水库,总库容 3 152. 3 万 m3。 根据浙江省水资源监测中心余姚监测站多年的人工水质监测数据,影响

其水质的主要因素为 pH (酸碱度)、 DO ( dissolved oxygen鄄溶解氧)、 TN ( total nitrogen鄄总氮)、 TP ( total
phosphorus鄄总磷) 。
3. 1摇 数据与方法

选取 2005 年 1 月至 2011 年 12 月的水质指标(PH,DO,TN,TP)数据用于预测模型的建立,2012 年 1 月

至 2012 年 12 月的数据用于预测结果的对比验证。 由于篇幅的限制,只以 DO 水质指标为例。

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 低摇 频摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 高摇 频

图 1摇 DO 小波分解

Fig. 1摇 DO wavelet low frequency and high frequency diagram

3. 2摇 模型的建立与分析

为避免分层过多造成各层预测误差的

叠加现象,故对水质监测数据序列进行一层

分解。 将 DO 序列分解,所得到的高频与低

频序列如图 1。
分别对高频、低频系列建立自回归模

型,以高频系列为例进行模型分析。 根据梁

辉水库 DO 高频的时间序列,建立 AR(n)模
型( n 取 1 到 30),运用最小二乘法进行计

算,得到 滓2
a 和 FPE,AIC,BIC 准则函数曲线,

并根据上述准则曲线确定阶数(见图 2)。

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 方差和 FPC 曲线摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 AIC 和 BIC 曲线

图 2摇 由 DO 高频数据所得的方差和各准则函数曲线

Fig. 2摇 Variance and standard curves given by DO high frequency data

从图 2 可见: 淤随着模型阶次的升高,滓2
a 的总体趋势呈下降趋势,在 n 较小时,下降很快,随着 n 的增

加,下降趋势变慢;于不论用哪种准则进行检验,基本都能在 n = 6 时取得理想的值,所以认为 n = 6 时,模型

最为合适。 AR(6)模型参数估计如下:
椎 = [ - 1. 482 7, - 1. 740 1, - 1. 577 5, - 1. 340 0, - 0. 856 6, - 0. 384 2]
滓2

a = 0. 137 7
摇 摇 同理可以得到低频系列的 AR 模型参数。

最后将高频低频的系列值叠加,得到小波分解高、低频双自回归模型的率定期和预测期的 DO 过程(图 3)。
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摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 率定期模拟摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 预测期模拟

图 3摇 小波分解高、低频双自回归模型模拟 DO 的率定期和预测期

Fig. 3摇 Simulation results of wavelet decomposition high and low frequency double autoregressive model for
DO in the period of calibration and predication

由图 3 可见,小波分解高、低频双自回归模型得到的率定期和预测期模拟效果较好,通过计算其相对误

差的平均值可知率定期模拟的平均相对误差为 4. 23% ,预测期的平均相对误差为 4. 34% 。 因此,对于 DO
数据系列,小波分解高、低频双自回归模型得到了令人满意的预测效果。 这一模型与单一自回归模型的应用

效果对比见表 1。
表 1摇 小波分解高、低频双自回归模型与单一自回归模型的应用效果对比

Tab. 1摇 Comparison between application effects of the wavelet decomposition of high and
low frequency double autoregressive model and a single autoregressive model

水库名称 水质指标 自回归阶数
小波阶数

低频阶数 高频阶数

率定期相对误差 / %
自回归 分频双自回归

检验期相对误差 / %
自回归 分频双自回归

梁辉水库

pH 12 27 22 4. 55 1. 65 2. 99 1. 46
DO 28 29 6 7. 39 4. 23 14. 03 4. 34
TN 12 29 22 37. 63 8. 76 22. 25 7. 07
TP 29 25 28 43. 51 19. 47 21. 57 10. 4

由表 1 可见,不管是在率定期还是在检验期,小波分解高、低频双自回归模型的模拟精度大大优于单一

自回归模型。

4摇 结摇 语

从数据序列平稳性角度出发,将多尺度小波分析理论方法与自回归模型相结合,提出了小波分解高、低
频双自回归模型的方法,并将其应用于水质预测中。 分析结果表明:

(1)小波的多层分解可以过滤出更加精细的数据信号系列,但在建立自回归模型时,各层预测误差会出

现叠加现象,为避免多个系列误差的叠加现象,层数不宜过多,一般作一层分解。
(2)不管是在率定期还是在检验期,小波分解高、低频双自回归模型的模拟精度均大大优于单一自回归

模型,表明了这一模型的可行性与实用价值。
(3)定期复核,动态优化模型参数。 自回归模型基于历史系列进行模型参数的率定,因此,随着历史序

列数据的增加,数据样本容量增加,自回归模型的参数宜每隔几年做必要的复核,以动态识别参数,保证模型

的适用性及精度,必要时可采用卡尔曼滤波实时校正。 由于自回归方法本身的局限性(仅仅从历史数据推

测未来的演变情况),当出现突发污染事件的情况下,小波分解高、低频双自回归模型的预测精度可能达不

到要求,这时可以结合水库的具体情况,采用卡尔曼滤波进行实时校正,即上面介绍的第 4 种模型(小波分

解+双自回归+卡尔曼滤波)。

89



摇 第 2 期 陈吉江, 等: 小波分解高、低频双自回归模型及其在水质监测中的应用

参摇 考摇 文摇 献:

[1] 黄国如, 芮孝芳. 流域降雨径流时间序列的混沌识别及其预测研究进展[ J]. 水科学进展, 2004, 15(2): 255鄄260.
(HUANG Guo鄄ru, RUI Xiao鄄fang. Study advances in diagnosis of chaotic behaviour and its prediction for rainfall and streamflow
time series in watershed[J]. Advances in Water Science, 2004, 15(2): 255鄄260. (in Chinese))

[2] 翟颢瑾, 高晶. 长江未来水质污染的时间序列分析[J]. 沈阳师范大学学报: 自然科学版, 2006, 24(1): 22鄄24. (ZHAI
Hao鄄jin, GAO Jing. Time series analysis of future water pollution in Yangtze River[ J]. Journal of Shenyang Normal University
(Natural Science), 2006, 24(1): 22鄄24. (in Chinese))

[3] 王开章, 刘福胜, 孙鸣. 灰色模型在大武水源地水质预测中的应用[J]. 山东农业大学学报: 自然科学版, 2002, 33(1):
66鄄71. (WANG Kai鄄zhang, LIU Fu鄄sheng, SUN Ming. The application of greymodel in Dawu water quality predication water
resource site[J]. Journal of Shandong Agricultural University (Natural Science), 2002, 33(1): 66鄄71. (in Chinese))

[4] 汪万芬, 谭绿贵, 刘晓升. 基于模糊综合评价法的淠河水环境质量评价[J]. 资源开发与市场, 2008, 24(5): 411鄄 413.
(WANG Wan鄄fen, TAN L俟鄄gui, LIU Xiao鄄sheng. Water quality assessment of Pihe River based on fuzzy comprehensive
evaluation[J]. Resource Development & Market, 2008, 24(5): 411鄄413. (in Chinese))

[5] 万金保, 朱邦辉. 物元模型在庐山风景名胜区水环境质量评价中的应用[J]. 安徽农业科学, 2010, 38(6): 3094鄄3097.
(WAN Jin鄄bao, ZHU Bang鄄hui. Application of matter element model in water environment quality of Lushan scenic areas[ J].
Journal of Anhui Agriculture Science, 2010, 38(6): 3094鄄3097. (in Chinese))

[6] 田建平, 曹东卫, 李海楠. LM鄄BP 神经网络在于桥水库水质预测中的应用[ J]. 水利信息化, 2010(3): 31鄄34. (TIAN
Jian鄄ping, CAO Dong鄄wei, LI Hai鄄nan. Application of LM鄄BP neural network in water quality prediction for Yuqiao reservoir
[J]. Water Resources Informatization, 2010(3): 31鄄34. (in Chinese))

[7] MALLAT S G. A theory for multiresolution signal decomposition: the wavelet representation[J]. IEEE Transactions on Pattern
Analysis and Machine Intelligence, 1989, 11(7): 674鄄693.

[8] 徐伟, 何金平. 基于多尺度小波分析的大坝变形自回归预测模型[ J]. 武汉大学学报: 工学版[ J]. 2012, 45(3): 285鄄
289. (XU Wei, HE Jin鄄ping. Forecast model of dam deformation based on multi鄄scale wavelet analysis and autoregressive method
[J]. Engineering Journal of Wuhan University: 2012, 45(3): 285鄄289. (in Chinese))

[9] 顾岚, 安鸿志. 自回归模型的精细结构与统计分析[J]. 应用数学学报, 1985, 8(4): 433鄄 445. (GU Lan, AN Hong鄄zhi.
Statistical analysis of subset AR models[J]. Acta Mathematicae Applicatae Sinica, 1985, 8(4): 433鄄445. (in Chinese))

A wavelet autoregressive model and its application to water quality forecast

CHEN Ji鄄jiang1, MAO Hong鄄xiang1, LI Peng鄄cheng2, XIA Guo鄄tuan1, ZHANG Wei鄄jun2

(1. Water Conservancy Bureau of Yuyao City, Yuyao 摇 315400, China; 2. Ewaters Environmental Science &
Technology (Shanghai) Co郾 , Ltd郾 , Shanghai摇 200125, China)

Abstract: In general, water quality time series not only has stationary and periodicity characteristics, but also has
obvious multi鄄scale features. To improve the precision of the traditional autoregressive models, which were once
widely used for forecasting water quality, the autoregressive model combined with the multi鄄scale wavelet analysis
theory is proposed as a new forecasting model called WAR(Wavelet Autoregressive Model ) . Finally, this new
method and the traditional autoregressive model are applied to predict four water quality indicators in the Lianghui
reservoir. The analysis results show that the WAR model has significantly improved the prediction accuracy in
comparison with the traditional autoregressive model. At the same time it is also found that the model is feasible and
practical, and can only provide references for similar studies. In view of this, when we predict water quality, in
order to improve the prediction accuracy, it is important to choose the model according to actual situations, and this
point is crucial.
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