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摘要: 钢筋混凝土构件的徐变可以用来估计结构物如大型桥梁的长期变形,不仅与混凝土的徐变特征有关,其
取值还涉及构件配筋及受力状况. 以钢筋混凝土构件为对象,推导了钢筋混凝土构件在轴向受压和压弯状态下

徐变系数的计算方法,分析了徐变可复、不可复和部分可复 3 种徐变方程计算结果的差异,采用混凝土标准试件

和钢筋混凝土配筋压柱进行了徐变试验,并分析比较了计算结果. 结果表明,文中介绍的 3 种徐变方程的计算结

果与试验结果接近,可以方便应用.
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承受长期荷载的钢筋混凝土构件,荷载不变时钢筋应力增加而混凝土应力减小,这种现象称混凝土徐变

引起的构件应力重分布. 由于钢筋对混凝土徐变的影响,钢筋混凝土构件的徐变变形将小于无配筋构件的变

形. 在混凝土变形特征及工作环境给定时,这种含筋构件的应力重分布及其变形特征主要与受力钢筋用量、
布置及构件的受力状态有关[1-2] .

我国混凝土徐变研究最初有赖于大坝观测试验、大体积混凝土结构温度应力计算和钢筋混凝土构件预

应力衰减估计等应力问题研究的开展,松驰系数成了徐变试验结果,应用于原观分析及温度应力的计算. 变
形控制是现代桥梁建设和大跨径钢筋混凝土桥梁营运管理的重要技术. 轴压和弯曲是桥梁构件(塔柱、梁)
的主要荷载变形,有关规范和以往研究[1,3]给出和讨论了钢筋用量对构件轴压变形的影响,没有涉及到布筋

状况和弯曲变形下的取值问题,本研究认为由轴压修正的取值不能运用到弯曲变形的计算.
钢筋混凝土构件是非均质多连体,在计算结构或构件体系的长期变形时将其简化为单体,需要给出含筋

混凝土的组合徐变系数. 在确定构件的组合徐变特征如徐变系数、徐变度及弹性模量时,可以采用试验法、经
验取值法、修正公式法等途径. 试验法可以通过典型布筋方式、构件尺寸形状和荷载状态等条件的构件变形

和应力测试,作为验证用. 经验取值是一种笼统的取值法,运用时还有赖于工程师的经验与判断. 根据构件配

筋状况及受力状况的不同,采用修正公式确定配筋构件的组合徐变系数对于计算钢筋混凝土结构的长期变

形具有重要的实用价值.
就计算分析而言,同一问题的计算结果及演算推导的繁简,会因采用的变荷载下混凝土徐变计算法,即

徐变方程式的不同而有差异. 其中最简单的有有效模量法和老化理论法(或流动率法);考虑应力减少时徐

变部分可复的计算方法和具体形式较多[4],弹性徐变理论(及类似的公式)在我国水利界是影响广、应用多

的一种徐变计算法,该法可以考虑早龄期混凝土徐变部分不可复(晚期完全可复),然而对本问题的推演计

算却颇为繁难[5],要应用数值解析法. 本文以钢筋混凝土压柱和梁为例,探讨计算方法和构件承载形式对计

算结果的影响,同时采用配筋压柱试件和纯混凝土压柱试件作徐变测试,将试验结果与计算结果作对比分

析,提出较为简单而又接近实际的计算方法.
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1摇 钢筋混凝土压柱的组合徐变系数

1. 1摇 基本方程

以 Eg,着g,滓g 表示钢筋(纵向)的弹性模量、应变及应力,以 E,着,滓 表示混凝土的弹性模量、应变和应力.

其中除 Eg 外,其他各变量均可视为时间的函数. P,棕g,棕,滋 分别为钢筋混凝土压柱上的轴向荷载、钢筋和混

凝土截面积及压柱配筋率. 在线应力应变假设下,根据钢筋和混凝土的应变协调条件,有
着g = 着 (1)

摇 摇 有效模量法计算混凝土的应力应变,假定混凝土应力减小时徐变完全可复,将变形协调方程(1)变换成

如下形式:
滓g

Eg
= 滓

E (1 + 渍) (2)

式中:渍 为混凝土的徐变系数.
徐变曲线平行假说(老化理论)或流动假定,假设混凝土应力减少时徐变变形完全不可复,协调方程(1)

可写成如下形式:
滓g

Eg
= 滓

E + 乙 t

子1

滓 d
d子 C(子,子1) - 1[ ]E

d子 (3)

式中:C(子,子1)为混凝土徐变度,弹性模量 E 为时间变量 E( t)或 E(子).
在计算钢筋混凝土构件变形及截面应力的重分布时,当混凝土应力减小,有效模量法假设徐变完全可

复,老化理论假设徐变完全不可复,因此 2 种计算方法所得结果相差最大. 本文主要讨论方程(2)和(3)两种

形式的协调方程;作为比较,还推演讨论了考虑徐变部分可复的继效流动率法的近似结果.
钢筋混凝土组合柱的常荷载 P 由钢筋与混凝土共同承担,有荷载平衡方程如下

滓 + 滋滓g = P / 棕 (4)
式中: 滋 = 棕g / 棕 为截面配筋率. 应用平衡方程(4) 与变形协调方程(2) 或(3) 可以解出应力 滓g 或 滓. 由于构

件的变形与钢筋应力成比例,在解出应力 滓g 及其初始值 滓g t = 子1
后,即可得到构件组合体的徐变系数 渍m :

渍m =
滓g

滓g t = 子1

- 1 (5)

1. 2摇 按有效模量法求解方程

引入弹性模量比,并记以 n = Eg / E(子 1),将协调方程(2)写成如下形式

滓 =
滓g

n(1 + 渍) (6)

摇 摇 再将式(6)代入方程(4),经移项整理,即可得到钢筋应力 滓g 计算公式如下

滓g = n滓0
(1 + 渍)(1 + 滋n)
1 + 滋n(1 + 渍) (7)

式中: 滓0 为混凝土应力初始值;滓0 = P / (棕(1 + 滋n)) .
注意到 渍 t = 子1

=0,将式(7)代入方程(5),可得钢筋混凝土压柱综合徐变系数

渍m = 渍
1 + 滋n(1 + 渍) (8)

摇 摇 由于截面的初始应变为 滓g t = 子1
/ Eg,平均应力为 P / (棕(1 + 滋)) ,故而钢筋混凝土压柱的组合弹模 Em 为

Em = E(1 + 滋n)
1 + 滋 (9)

摇 摇 因 渍逸0,滋n>0,故由式(8)可得 渍m<渍;又因 n>1,由式(9)得 Em>E.
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1. 3摇 按老化理论法求解方程

将方程(3)两边乘以 Eg,再求导可得

滓忆g = 滓忆Eg / E + 滓EgC忆( t,子1) (10)
改写平衡方程(4)为 滓 = P / 棕 - 滋滓g,然后用 滓 及其一次微分代入式(10),可得到求解 滓g 的一次变系数非齐

次微分方程

滓忆g +
滋EgC忆( t,子1)
1 + 滋n( t) 滓g =

EgC忆( t,子1)
1 + 滋n( t)

P
棕 (11)

式中: n( t) = Eg / E( t) . 此方程的初始条件仍为 滓g t = 子1 = n滓0,其中 n = Eg / E(子1),滓0 = P
棕(1 + 滋n) .

摇 摇 方程(11) 的解为: 滓g = n滓0 +
滓0

滋 1 - exp - 乙
t

子1

滋EgC忆(子,子1)
1 + 滋n(子) dæ

è
ç

ö
ø
÷{ }子 (12)

式(12)等号右边第 1 项 n滓0 为钢筋的初始弹性应力,第 2 项除以 n滓0 即为压柱的组合体徐变系数 渍m:

渍m = 1
滋n{1 - exp( - 浊( t,子1))} (13)

式中: 浊( t,子1) = 乙 t

子1

滋EgC忆(子,子1)
1 + 滋n(子) d子 .

由于 滋n( t)值相对较小,桥用高性能混凝土早期强度和弹性模量都较高,3 d 后的弹性模量增长趋于缓

慢[6-9] . 当 E(360) / E(3)的比值在 1. 3 ~ 1. 4 范围以内时,可以采用下式计算 浊( t,子1):

浊( t,子1) =
滋EgC( t,子1)

1 + 滋n = 滋n渍
1 + 滋n (14)

此时压柱的徐变系数 渍m 可写成如下形式:摇 摇 摇 摇 摇 渍m = 1
滋n 1 - exp - 滋n渍

1 + 滋( )( )n
(15)

1. 4摇 徐变部分可复压柱综合徐变系数近似计算式

混凝土荷载应力减小或经历一段加载时间后卸载,徐变部分可复已为试验普遍证实. 继效流动法[10] 将

徐变度 C 分为可复变形 Cy(又称弹性后效)和不可复徐变 Cn 两部分,协调方程形式如下

滓g

Eg
= 滓

E + 乙 t

子1
滓 坠

坠子 - Cy( t - 子) + Cn(子,子1) - 1[ ]E
d子 (16)

式中:可复变形 Cy 和徐变度可直接由试验给出,两者之差即为不可复徐变 Cn . 可复变形 Cy 与加载时的弹性

瞬时变形相比一般在 0. 12 ~ 0. 18 范围内,卸载后 48 h 可以达到徐变稳定值的 50% ~ 80% [8,11] . 为简化推演

计算,将这一变形归并入弹性变形而采用迟后模量 軈Ey 代替弹性模量 E,钢筋混凝土压柱的变形协调方程可

以写成如下形式

滓g

Eg
= 滓

軈Ey
+ 乙

t

子1

滓 d
d子 Cn(子,子1) - 1

軈E[ ]
y

d子 (17)

式中:迟后模量 軈Ey = E / (1 + ECy) = E(1 + 渍y),渍y 为可复徐变系数,其值为 ECy .
上述方程(17)与老化理论法的协调方程(3)形式相同,可以与平衡方程(4)一起联合求解,结果如下

滓g =
軈nyP

(1 + 滋軈ny)棕
+ P
滋(1 + 滋軈ny)棕

[1 - exp( - 浊)] (18)

取弹模 E 为常量 E(子1),浊 用下式计算:摇 摇 摇 摇 摇 浊 =
滋EgCn( t,子1)

1 + 滋軈ny
=

滋n渍n

1 + 滋軈ny
(19)

式中:渍n 为不可复徐变系数,其值为 E(子1)Cn .
将式(18)减去初始值 n滓0,得到依时间增加的应力值 驻滓g 如下

驻滓g = n滓0
渍y

1 + 滋軈ny
+ 1 + 滋n
滋n(1 + 滋軈ny)

(1 - exp( - 浊{ })) (20)
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两边除以应力初值 n滓0,再以可复变形系数 渍y( t)取代稳定值 渍y,可得压柱综合徐变系数 渍m 如下

渍m =
渍y( t)

1 + 滋軈ny
+ 1 + 滋n
滋n(1 + 滋軈ny)

(1 - exp( - 浊)) (21)

式中: 浊 为 滋n渍n( t,子1) / (1 + 滋軈n y);n 为 Eg / E(子1);軈n y 为 Eg(1 + 渍y) / E(子1);渍y( t) 为可复徐变系数,t 大于

5 d 后可取其稳定值 渍y 计算.

2摇 算例与试验验证

制作 2 组试件,混凝土强度等级 C60,一组配置纵筋 u 为 2%,另一组未配筋,试件为直径 20 cm,高 60 cm
的圆柱体,内置标距 25 cm 的差动电阻应变计. 配合比说明见表 1,具体材料为:江苏巨龙水泥集团有限公司

生产的巨龙牌 P郾 域52. 5R 水泥;南京热电厂玉级粉煤灰;宿迁洛马湖产的细骨料河砂;徐州睢宁产石灰岩碎

石;UC-域型高效减水剂;域级钢.
表 1摇 每立方米混凝土材料用量

Tab. 1摇 Material dosages per cubic meter of concrete

组摇 别
水摇 泥 /

(kg·m-3)

粉煤灰 /

(kg·m-3)

纤摇 维 /

(kg·m-3)

配筋率 /
%

砂 /

(kg·m-3)

石 /

(kg·m-3)

用水量 /

(kg·m-3)

外加剂 /

(kg·m-3)

坍落度 /
cm

基准组 490 54 0 0 660 1032 172 6. 80 22. 0
内置钢筋 490 54 0 2. 0 660 1032 172 6. 80 22. 0

龄期 7 d 加载,测得的弹性模量及徐变系数,以及按上文计算的钢筋混凝土柱的组合弹模及徐变系数见

表 2[8] . 计算时 E 及 渍 均用未配筋一组试件的相应值.
表 2摇 试验测值及计算值比较

Tab. 2摇 Comparison between measured and calculated values

名摇 称
E 或 Em

/ 104 MPa

徐变系数

持载 30 d 持载 90 d 持载 180 d 持载 360 d

测试结果
纯混凝土 4. 05 0. 617 0. 785 0. 823 0. 855
配筋 2% 4. 39 0. 534 0. 668 0. 711 0. 743

计算结果

(滋=0. 02)

按有效模量法解 4. 36 0. 532 0. 667 0. 697 0. 723
按老化理论法解 4. 36 0. 546 0. 690 0. 723 0. 750
按近似式(21) 4. 36 0. 540 0. 681 0. 713 0. 740

从表 2 可见,有效模量法与老化理论法的推算结果相差不大,继效流动法和老化理论法的结果与试验值

更为接近. 由于钢筋的截面刚度(Eg棕g)与截面混凝土刚度之比 滋n 相对较小,钢筋对徐变的影响也小,这是

3 种徐变计算法结果相差较小且都与实际测值接近的主要原因;普遍的试验结果认为,徐变变形中可复部分

所占比例较小,以不可复部分为主,这是表 2 中老化理论法较有效模量法结果更接近试验值的原因;由于继

效流动法考虑了徐变的部分可复性,可复变形取用测试结果,其计算结果介于前两者之间并与实测值更接

近,这是可以理解的. 从计算结果的真实性及工作繁简看,3 种徐变计算方法都可以接受.

3摇 钢筋混凝土受弯构件的组合徐变系数

钢筋混凝土矩形梁高 h,宽 b,上下 2 层布置非预应力钢筋,其中心距为 h0,上、下层钢筋面积 棕g;设混凝

土拉压应力强度比均在线性变形范围内,且拉、压变形特征相同;徐变计算采用老化理论模型,截面变形采用

平面假设. 由以上假设,有变形协调方程如下

2y
h0

滓g

Eg
= 滓

E + 乙 t

子1
滓 d

d子 C(子,子1) - 1[ ]E
d子 (22)
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式中:y 为截面应力计算点距中和轴的距离;滓 为混凝土应力,为时间 t 和坐标 y 的变量.
上式等号两边乘以 h0Eg / 2,再对时间 t 求导,得到微分方程

y滓 忆g =
1
2 h0n( t)滓忆 +

1
2 h0n渍忆滓 (23)

式中: 渍 为混凝土的徐变系数 渍 = C( t,子1)·E(子1) .
方程两边乘以 y,并积分,因 滓 忆g 与坐标 y 无关,故有

J滓 忆g =
1
2 h0n( t)乙h / 2

-h / 2
y滓忆d棕 + 1

2 h0n渍忆乙h / 2
-h / 2

y滓d棕 (24)

摇 摇 截面矩平衡方程为 M = h0棕g滓g + 乙h / 2
-h / 2

y滓d棕 (25)

然后用方程(25)及其时间微分式将方程(24)中含 滓 及 滓忆的积分项消去,经整理移项得到微分方程和初始

条件如下

滓忆g +
3孜2滋n渍忆

1 + 3孜2滋n( t)
滓g =

3孜2滋n渍忆
1 + 3孜2滋n( t)

1 + 3孜2滋n
3孜滋 滓1 (26)

滓g t = 子1
= 孜n滓1 (27)

式中:滓1 为截面边缘的混凝土应力(极值), 滓1 =
h / 2

J + 1
2 h2

0棕gn
M;滋 =

2棕g

bh ;孜 = h0 / h . 满足方程(26)及初始值条

件(27)的解为

滓g = 孜n滓1 +
滓1

3孜滋(1 - exp( - 浊))

浊 = 乙 t

子1

3孜2滋n渍忆d子
1 + 3孜2滋n(子

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï)

(28)

摇 摇 由式(28)可得钢筋混凝土组合体弯曲徐变系数摇 摇 摇 渍m = 1
3孜2滋n

(1 - exp( - 浊)) (29)

摇 摇 当式(28)第二式积分号内的分母项为常量或近于常量时摇 摇 摇 浊 = 3孜2滋n渍
1 + 3孜2滋n(x)

(30)

式中:n(x)可用 n 或采用 28 d 的弹性模量计算,即用 Eg / E(28). 计算结果见表 3.
表 3摇 混凝土弹性模量变化与 1 / [1+3孜2滋n( t)]变化

Tab. 3摇 Changes in concrete elasticity modulus and 1 / [1+3孜2滋n( t)]

混凝土名称 计算式
不同龄期混凝土的弹性模量 / MPa

3 d 7 d 28 d 90 d 360 d
C55 桥用混凝土

C50 桥用混凝土

C25 大坝用混凝土

E( t)
3. 29 3. 46 3. 78 4. 18 4. 30
3. 31 3. 38 3. 52 3. 75 3. 90
2. 10 2. 71 3. 22 3. 62 4. 08

C55 桥用混凝土

C50 桥用混凝土

C25 大坝用混凝土

E( t) / E(子1)
/ 1. 05 1. 15 1. 27 1. 31
/ 1. 02 1. 06 1. 13 1. 18
/ 1. 29 1. 53 1. 72 1. 94

C55 桥用混凝土

C50 桥用混凝土

C25 大坝用混凝土

1
1+3孜2滋n( t)

0. 811 0. 818 0. 831 0. 845 0. 848
0. 812 0. 815 0. 821 0. 830 0. 835
0. 732 0. 779 0. 807 0. 825 0. 842

C55 桥用混凝土

C50 桥用混凝土

C25 大坝用混凝土

1+3孜滋n
1+3孜滋n( t)

/ 1. 01 1. 03 1. 04 1. 05
/ 1. 00 1. 01 1. 02 1. 03
/ 1. 06 1. 10 1. 13 1. 15

摇 摇 注:Eg =2. 0伊105 MPa,滋=0. 02,孜=0. 8.
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从表 3 可见,混凝土 360 d 或最终的弹性模量与初始加载时的相比在 20%以内增加时,可不考虑其变化

并采用 n(x)= n;当其在 20% ~40%增加时,可用 28 d 弹性模量计算,n(x)= Eg / E(28).
设由前面算例中的钢筋混凝土柱受偏心荷载作用产生压弯变形,现计算弯曲徐变系数 渍m 与压缩徐变

系数进行比较,结果见表 4. 计算时,取 n = n(x) = Eg / E(子1),孜 = 0. 9,滋 =0. 02.
表 4摇 混凝土与构件压、弯徐变系数比较

Tab. 4摇 Comparison between concrete and members compression and bending creep coefficients

参数
不同持载时间的徐变系数

30 d 90 d 180 d 360 d
纯混凝土 渍(按试验值) 0. 617 0. 785 0. 823 0. 855
压缩 渍m(按式(15)) 0. 546 0. 690 0. 723 0. 750
弯曲 渍m(按式(29)) 0. 469 0. 587 0. 614 0. 635

从表 4 可见,虽然截面上配筋率相同,钢筋混凝土压柱截面混凝土应力均匀分布,而受弯构件混凝土应

力非均匀分布且钢筋集中在应力较大的区域(上、下层),弯曲状态下钢筋对徐变的阻滞作用要大于轴向压

缩状态,混凝土弹性模量变化的影响也比前者要大;就本算例而言,取用轴压徐变系数代表弯曲徐变系数,偏
差值达到 18%以上.

4摇 结摇 语

计算钢筋混凝土构件组合体的徐变系数及弹性模量时,徐变方程采用有效模量法方程和老化理论法方

程较为简单,计算结果也相差不大.
根据压柱 3 种徐变计算法结果与试验结果的对比,说明有效模量法方程推演计算最为简单;采用老化理

论法方程时,计算结果比前者接近实际,需要求解一次微分方程但能给出封闭解;继效流动法的计算值则介

于以上两者之间,最接近试验值. 受弯构件截面应力为非均匀分布,钢筋主要集中在截面应力较高的部分,钢
筋对混凝土徐变的阻碍效应增强. 当钢筋混凝土构件以压弯荷载为主时,应同时给出这 2 种荷载状态的徐变

特征.
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Calculation method for creep coefficient of
reinforced concrete composite members

HUANG Wei鄄lan1, CHEN Can鄄ming1, CHEN Cheng2, TANG Chong鄄zhao1, LU Dao鄄biao1

(1. Key Laboratory of Water Science and Engineering, Ministry of Water Resources, Nanjing Hydraulic Research
Institute, Nanjing摇 210029, China; 2. Jiangsu Suke Construction Technology Development Co郾 , Ltd郾 , Nanjing摇
210008, China)

Abstract: The creep of reinforced concrete member can be used to estimate the long鄄term deformation of structures
such as large bridges. It is not only relevant to the creep characteristics of concrete, but its values involve the
members爷 reinforcement and stress state. Reinforced concrete members are the object of study in this paper. The
calculation method for the creep coefficient of reinforced concrete members under axial compression or compression鄄
bending is derived. The difference of results, which are calculated by means of the creep equations under
recoverable, unrecoverable and partly鄄recoverable creep deformation, is analyzed. The concrete standard specimens
and reinforced concrete compression columns and rectangular beams are used for the creep tests, and the test results
are compared with the calculation results. The analyses show that the calculation results by three creep equations
presented in this paper are similar to the test results and can be applied expediently.

Key words: reinforced concrete; composite; creep coefficient; calculation method
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