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摘要: 为了研究水运工程和海洋工程中圆柱体混凝土构件的氯离子扩散过程及耐久性服役寿命,通过二维氯

离子扩散控制方程的坐标变换,建立了圆柱体混凝土构件中氯离子扩散的极坐标控制方程,使用变量分离法和

贝塞尔函数的简化公式,推导并建立了圆形截面混凝土构件中氯离子扩散的解析方法,据此分析了不同半径圆

柱构件中氯离子浓度的变化规律,通过宏观扩散过程分析以及与有限元方法计算结果的比较,验证了本文方法

的正确性;通过与矩形截面混凝土构件中氯离子二维扩散及浓度分布的对比,可知在相同条件下,选择圆形截

面代替矩形截面构件可有效提高混凝土结构的抗氯离子侵蚀性能,提高结构耐久性.
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水运工程和海工建筑物如跨海大桥、海港码头等,通常采用钢筋混凝土结构,而海水中氯离子的侵蚀会

导致结构中的钢筋锈蚀膨胀,从而造成混凝土结构腐蚀破坏. 因此,探求氯离子扩散和分布规律是海工建筑

物服役寿命预测和耐久性设计的关键.
混凝土中氯离子扩散的解析解法能给出海工建筑物中局部位置的氯离子浓度分布规律,并为研究混凝

土结构的服役寿命、水运工程和海工建筑物耐久性设计提供理论依据. Callepardi[1] 利用 Fick 第二定律研究

建立了混凝土中氯离子一维扩散的控制方程. Takewake[2]、姚诗伟[3]分别得到了氯离子一维扩散的解析解.
Suryavanshi[4]建立了半无限域氯离子二维扩散的误差函数形式解析解. 杨绿峰等[5] 考虑扩散系数的时变特

性推导出了氯离子一维、二维扩散的时变解析解. 孙伟等[6-7]研究了无限域和有限域氯离子扩散问题的理论

模型,建立了多维多因素氯离子扩散控制方程,并推导了傅里叶解析解.
然而,实际混凝土结构中部分构件的截面为圆形,金祖权等[8] 调查研究了具有圆环截面的海底隧道衬

砌混凝土在多种因素下的冻融损伤,其中氯离子的腐蚀是其损伤的主要耦合因素之一,其它如跨海大桥的桥

墩、海港码头承力柱等,它们同样面临严重的氯离子腐蚀问题. 王显利等[9]基于有限差分法研究了圆形截面

的氯离子扩散规律,分析了其耐久性,并开展了相应的实验研究工作[10] . 解析解法使用简单,通常作为实验

研究、数值方法的主要验证工具,而目前混凝土中氯离子的一维、二维扩散解析解都不适合用来描述氯离子

沿圆形截面周边向混凝土内部扩散的问题,因此有必要开展圆形截面混凝土构件的氯离子扩散和浓度分布

规律的解析研究.
圆形截面的氯离子扩散为平面扩散,其控制方程为二维扩散控制方程,本文根据二维扩散控制方程建立

了氯离子沿圆柱构件周边向混凝土内部扩散的极坐标方程,并利用贝塞尔函数简化计算公式建立了圆形截

面混凝土构件中氯离子浓度分布的解析解.
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1摇 圆形截面解析解推导

当圆柱体混凝土构件的周边(顶面、底面除外)暴露于氯盐环境时,氯离子将沿柱面侵入混凝土中,并呈

现二维扩散现象,可通过 Fick 第二定律来进行描述[1]:
坠C
坠t = D 坠2C

坠x2 + 坠2C
坠y( )2 (1)

其边界条件和初始条件为:
C(P 沂 祝,t) = Cs 摇 摇 C(P 沂 赘,t = 0) = C0 (2)

式中:丐 为暴露于氯盐环境中的圆柱面;赘 为扩散域;P 为扩散体中的任一点;t 为试件暴露于氯盐环境的时

间;Cs 为试件表面氯离子浓度;C0 为初始氯离子浓度. 对于圆形截面试件,使用极坐标变换有:

r = x2 + y2 ,坠r坠x = x
r ,坠r坠y = y

r ,坠
2 r

坠x2 = 坠2( x2 + y2 )
坠x2 = y2

r3
,坠

2 r
坠y2 = x2

r3
(3)

摇 摇 式(1)等号右边第 1 项可变换为:
坠2C
坠x2 = 坠

坠x
坠C
坠r

坠r
坠( )x

x
r + 坠C

坠r
坠2 r
坠x( )2 = 坠2C
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摇 摇 同理,式(1)等号右边第 2 项可变换为:
坠2C
坠y2 = 坠

坠y
坠C
坠r

坠r
坠( )y = 坠2C

坠r2
y2

r2
+ x2

r3
坠C
坠r (5)

摇 摇 结合式 (3) ,将式(4)和(5)代入式(1)得:
坠C
坠t = D 坠2C

坠r2
+ 1

r
坠C
坠( )r ,摇 0 臆 r 臆 R,摇 t 逸0 (6)

式中:R 为截面半径,其边界条件和初始条件为:
C( r = R,摇 t 屹0) = Cs,摇 C( r,t = 0) = C0 (7)

摇 摇 使用变量代换: C = U + Cs (8)

摇 摇 式(6) 变为: 坠U
坠t = D 坠2U

坠r2
+ 1

r
坠U
坠( )r (9)

其边界条件和初始条件为:
U( r = R,t 屹0) = 0,摇 t > 0;摇 U( r,t = 0) = C0 - Cs,摇 0 臆 r 臆 R (10)

摇 摇 根据变量分离法: U( r,t) = F( r)T( t) (11)
式(9)可以转化为 2 个一元微分方程:

r2F义 + rF忆 + 姿r2F = 0 (12)
T + D姿T = 0 (13)

摇 摇 式(13) 的解为: T( t) = Aexp( - D姿t) (14)
摇 摇 根据 U 的物理意义可知,当 t寅+肄时,U=0,相应地有 T= 0. 据此可知,姿>0. 式(12)是二阶变系数微分

方程,存在级数解[11]:

F( r) = rc(a0 + a1 r + a2 r2 + … + akrk + …) = 移
肄

k = 0
akrc+k,摇 a0 屹0 (15)

摇 摇 容易求得式(15)中的系数 ai: 摇 摇 a2i -1 = 0,摇 a2i =
( - 姿) ia0

22i 伊 ( i鄞) 2,摇 i =1,2,3,… (16)

摇 摇 根据式(10)中的边界条件,结合式(15)和(16),可得:

a0 1 + ( - 姿) r2

22 伊 (1鄞) 2 + ( - 姿) 2 r4

24 伊 (2鄞) 2 + … + ( - 姿) ir2i

22i 伊 ( i鄞) 2 +( )… = 0 (17)
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摇 摇 满足方程的 姿 有一系列的值,设为 姿1,姿2,…,姿n 将之代回式(14)和(15),则有:

Fn( r) = a0 1 +
( - 姿n) r2

22 伊 (1鄞) 2 +
( - 姿n) 2 r4

24 伊 (2鄞) 2 + … +
( - 姿n) ir2i

22i 伊 ( i鄞) 2 +æ

è
ç

ö

ø
÷… (18)

Tn( t) = A 忆n exp( - D姿n t) (19)
摇 摇 令 姿n = 茁2

n ,同时采用第一类 0 阶和 1 阶贝塞尔函数:

J0(x) = 1 - x2

22 伊 (1鄞) 2 + … + x2i

22i 伊 ( i鄞) 2 + … (20)

J1(x) = x
2 - x3

23 伊 2鄞
+ … + ( - 1) k x2k+1

22k+1 伊 k鄞伊 (k + 1)!
+ … (21)

摇 摇 由叠加原理可得原问题的解为:

U( r,t) = 移
肄

n = 1
Anexp - D茁2

n tJ0(茁nr) (22)

式中: 茁n 由方程 J0(茁R) = 0 的根得到;An 为待定系数,可以根据式(10)中的初始条件及贝塞尔函数的性质求

得[12]:

An =
2(C0 - Cs)
茁nRJ1(茁nR)

(23)

摇 摇 根据式(8),(22)和(23),得到圆柱体内的氯离子浓度分布及其扩散过程的封闭解:

C( r,t) = Cs - 移
肄

n = 1

2(Cs - C0)exp( - D茁2
n t)

茁nRJ1(茁nR)
J0(茁nr) (24)

摇 摇 从上式可以看出,求解圆柱体混凝土构件中氯离子扩散过程和浓度分布的关键在于准确求解 0 阶、1 阶

贝塞尔函数 J0(x)和 J1(x). 但在实际工程中,圆形截面的半径通常较大,利用贝塞尔函数计算时需要的级数

项多,相应的计算速度会随之而快速下降. 为解决该问题,当 x = 茁nr逸15. 9 时,可采用(25)中渐进计算公

式[13] . 计算贝塞尔函数,从而有效简化式(24)的求解过程.

Jn(x) 抑 2
仔x cos x - 1

4 仔 - n
2( )仔 (25)

2摇 算例分析

算例 1:根据文献[14]提供的参数取值,利用普通硅酸盐水泥制作一批圆柱体试件,其横截面半径分别

为 200,500 和 900 mm,水灰比为 0. 65. 当混凝土龄期为 28 d 时将圆柱体试件的上下表面用环氧树脂封闭,
保留混凝土试件的柱面暴露于氯盐侵蚀环境中. 根据文献[14]检测的结果,可知表面氯离子浓度为 Cs =
0. 565% (氯离子质量占混凝土质量的百分比,下同),混凝土扩散系数 D=9. 381伊10-12m2 / s = 295. 84 mm2 / a.

首先直接使用贝塞尔函数公式(20),(21)和(24)求解圆柱体试件暴露于氯盐环境 10 a 时氯离子在试

件中的分布情况. 同时,为了检验该计算结果,还采用商业有限元软件 Ansys 建立该算例的有限元计算模型,
计算圆柱体混凝土中氯离子浓度. 2 种方法的计算结果如图 1 所示. 从图 1 可以看出,2 种方法的结果偏差较

大,并且这种差异将随着圆柱体半径的增加而逐渐增大.
从宏观方面分析,氯离子沿混凝土圆柱形试件周边向混凝土内部扩散时属于二维扩散状态,当圆柱体构

件的截面半径 R 逐渐增大直至 R寅肄时,试件中氯离子的扩散逐渐接近于一维扩散状态;由于在相同的条件

下,处于二维扩散条件下混凝土中的氯离子浓度高于一维扩散,所以圆柱体混凝土试件中氯离子浓度应随着

试件截面半径的增大而降低. 从图 1 可以看出,直接使用贝塞尔函数公式求解得到的氯离子浓度随着圆柱体

半径的增大而逐渐增大,并且逐渐偏离一维解析解,而有限元软件 Ansys 的求解结果与此恰好相反,且后者

与上述宏观分析结论完全吻合. 由此可知,直接利用贝塞尔公式计算氯离子扩散会导致错误结果. 其原因在

于,因为贝塞尔函数是一个多项式,且高次项与低次项之间有多个数量级的差异,而贝塞尔函数自身的值非
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常小,且收敛较慢,所以,如果不在程序设计时采取特别措施,就会发生大数吞小数现象,并造成较大的计算

误差. 因此,使用精确、有效的贝塞尔函数计算方法是准确求解圆形截面氯离子扩散和分布规律的关键.
将式(25)代入式(24),建立圆柱体混凝土构件中氯离子沿柱面向内部扩散的解析计算公式,据此求解

不同半径的圆柱体试件暴露于氯盐环境 10 a 时氯离子在试件中的分布情况,并与商业有限元软件 Ansys 的

计算结果、氯离子一维扩散的计算结果相比较(见图 2). 由图 2 可见,对于不同半径的圆柱体混凝土构件,本
文建立的解析解与有限元商业软件 Ansys 的计算结果始终吻合良好,证明了本文方法的正确性. 计算结果表

明随着圆柱体混凝土构件半径增大,氯离子浓度逐渐减小,且逐渐逼近氯离子一维扩散的结果,这与前文中

的宏观分析结论相吻合,进一步说明本文建立的解析解是合理的.

摇 摇 摇 摇 图 1摇 贝塞尔级数计算试件中氯离子浓度摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 2摇 贝塞尔渐进公式计算试件中氯离子浓度

摇 Fig. 1摇 Chloride distribution resulting from Bessel series摇 摇 摇 Fig. 2摇 Chloride content from simplified Bessel function

算例 2:设有 1 个半径为 200 mm 的圆柱体混凝土构件(用 C 表示)和 1 个截面尺寸为 400 mm伊400 mm
的矩形截面棱柱体混凝土构件(用 R 表示),圆柱体和棱柱体混凝土构件的柱面都处于相同的含氯离子环境

中. 已知测得混凝土构件表面氯离子浓度 Cs 为 1% ,混凝土中初始氯离子浓度 C0 为 0,混凝土扩散系数 D 为

1伊10-12 m2 / s = 31. 536 mm2 / a. 首先采用本文方法,通过式(24)和式(25)计算圆柱体混凝土构件内氯离子浓

度分布. 然后根据文献[5]的计算公式,求得棱柱体混凝土构件矩形截面的对角线上氯离子浓度的分布,计
算结果如图 3 所示.

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 不同扩散时间摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 不同扩散系数

图 3摇 不同扩散时间和扩散系数的氯离子分布

Fig. 3摇 The chloride distribution of different diffusion time and different diffusion coefficients

图 3(a)为混凝土构件暴露于氯盐环境 10,30,50 和 70 a 时的氯离子浓度分布. 图 3(b)为混凝土扩散系

数分别取 31. 536 ,100 和 150 mm2 / a,且暴露于氯盐环境 30 a 时混凝土构件内部的氯离子浓度分布. 由图 3

14
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(a)可以看出,矩形截面混凝土构件内氯离子浓度明显高于圆柱体试件,并且随时间的增长这种趋势更加明

显. 图 3(b)表明,棱柱体混凝土构件的氯离子浓度高于圆柱体混凝土构件,并且随混凝土扩散系数的增加,
该趋势更加明显. 由于海洋混凝土结构的耐久性取决于构件内钢筋周围集聚的氯离子浓度及由此诱发的钢

筋锈蚀时间[15],因此在海洋侵蚀环境条件和钢筋保护层厚度等条件相同时,使用圆形截面代替矩形截面构

件可以避免矩形截面构件拐角处出现过早破坏的现象,从而有效地提高海洋混凝土结构的服役寿命.

3摇 结摇 语

本文通过分离变量法,利用贝塞尔函数简化计算公式建立了圆形截面混凝土试件中氯离子二维扩散规

律和浓度分析的解析解,并通过与商业有限元软件 Ansys 计算结果对比,验证了本文建立的解析解的正

确性.
在相同情况下,矩形截面混凝土构件中氯离子二维扩散导致氯离子浓度高于圆形截面构件,因此,暴露

于氯盐环境的混凝土构件,使用圆形截面代替矩形截面可以避免矩形截面拐角处出现过早破坏的现象,有利

于提高混凝土结构的耐久性.
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Chloride diffusion in concrete component with circular section

ZHOU Ming1, YANG Lu鄄feng1,2, CHEN Zheng1, JIANG Qiong鄄ming1, HONG Bin1, HU Chun鄄yan1

(1. Key Laboratory of Disaster Prevention and Structural Safety of China Ministry of Education, Guangxi University,
Nanning 摇 530004, China; 2. Department of Housing and Urban鄄Rural Development, Guangxi Zhuang
Autonomous Region, Nanning摇 530028, China)

Abstract: The concentration and diffusion of chloride in concrete component with circular section in marine
environment is investigated in this paper. Based on Fick忆s second law, a governing equation of chloride diffusion in
concrete components with circular section is developed by coordinate transformation. An analytical solution of the
governing equation is presented by the method of separation of variables and the simplified expression of Bessel
function. The concentration distributions of chloride in circular section member with different radiuses exposed to
chloride environment are analyzed in numerical examples, and are compared with those by commercial FEM
package. The study shows that the proposed analytical method is effective and accurate. It can also be concluded
that the anti鄄chloride permeability and durability of concrete structures can be improved by replacing the
components with rectangular cross section by using those with circular one.

Key words: concrete; circular section; analytical solution; chloride diffusion;
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