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多多厢矩形渡槽槽身弹性稳定分析的梁壳复合有限条法
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摘要: 应用梁壳复合有限条法建立了多厢矩形渡槽槽身弹性稳定分析的计算模型,模型中计入了槽身内横向

加劲肋及横向连系拉杆的影响,基于最小势能原理推导出弹性稳定问题的特征值方程,并编写了相应的计算程

序. 通过与矩形加肋板稳定性问题的理论解及工程实例数值解的比较表明,应用梁壳复合有限条法时单元划分

数目少、数据处理简单,具有良好的求解精度和效率. 工程实例计算结果表明,随着水位的增加,槽身弹性稳定

系数降低,屈曲模态未改变;预应力荷载不仅对稳定系数影响显著,而且改变了槽身的屈曲模态.
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多厢矩形渡槽边墙、隔墙兼做纵梁,沿槽身纵向一定距离布有侧肋、横梁及拉杆,具有整体性好、刚度大、
输水流量大等优点,是南水北调中线输水渡槽主选结构形式之一. 随着高强混凝土及预应力技术的应用,槽
身边墙、隔墙及底板的高厚比、宽厚比变得越来越大,在多种荷载组合作用下,横截面内存在较大的纵向压力

及弯矩,在设计、施工乃至运行过程中,应充分考虑槽身稳定性问题[1] .
有限条法横向位移采用插值多项式函数,纵向采用解析函数代替常规有限元法的离散化方法,降低了结

构维数,单元划分简单,输入数据少,适合于各种边界条件和加载条件,精度在求解板、壳和桥梁结构的静、动
力计算及稳定分析中已得到验证[2-5],不足之处在于对横截面形状不规则的复杂结构难以进行条元划分和

结构计算,即使结构横截面形状规则,若条元内有横向加劲肋或条元间有横向连接拉杆,常规有限条法也较

难解决. 文献[6]采用梁壳复合有限条法计算渡槽自振特性,解决了条元内横向加劲肋及条元间横向连接拉

杆的问题. 针对渡槽槽身横截面形状规则的特点,本文基于最小势能原理,探讨应用梁壳复合有限条法分析

多厢矩形渡槽槽身的弹性稳定问题. 相对静力分析,弹性稳定分析时结构的总势能除弹性势能及外力势能

外,还包括附加应变能[7] .

1摇 壳条的附加应变能

槽身弹性稳定分析属于小挠度问题,不考虑壳条中面位移引起的附件应变. 弯曲引起的平面附加应变

为[3]:
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式中:w 为壳条的弯曲挠度.
假设已由线弹性静力分析求得壳条初始平面应力,记为 軍滓=[軍滓x

軍滓y
軈子xy]T,且在弯曲引起平面附加应变的

过程中,初始平面应力保持不变,则弹性稳定分析时,壳条中面每单位宽度上的内力为:
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Nx = t軍滓x,Ny = t軍滓y,Nxy = Nyx = t軈子xy (2)
式中:t 为壳条的厚度;Nx,Ny 为壳条中面内拉压力;Nxy,Nyx为壳条中面内剪力.

弹性体内的应变能等于变形过程中外力所做的功,因此可通过计算中面内力在附加应变上所做的功来

求得弯曲引起的附加应变能[8]:
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引入形函数表示的壳条弯曲挠度[6],则有:
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式中:啄 s,m为壳条节线位移参数列阵[6] . 两端简支时,矩阵 gs,m的具体形式如下:
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式中:km =m仔 / a;a,b 为壳条长度和宽度;x,y 为壳条局部坐标.
由式(3)和(4)可得壳条的几何刚度矩阵:
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其基本单位子矩阵为:

ksg,mn = t
2 乙乙gT

s,mSgs,ndxdy (7)

S 为弹性稳定分析时壳条初始平面应力矩阵:
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2摇 板内加劲肋的影响

槽身侧肋、横梁为边墙、底板的板内加劲肋,弹性稳定分析时,需考虑其对整体结构几何刚度的影响. 用
壳条节线位移参数计算壳条内梁单元节点位移的公式为[6]:
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式中:T 为位移转换矩阵,T im,T jm是与梁单元节点 i,j 对应的 m 项位移转换矩阵的子矩阵.
若空间梁单元在其局部坐标系中的几何刚度矩阵记为 kbg,则用壳条节线位移参数表示的梁单元附加应

变能为[9]:

軍Ub =
1
2 啄T

bkbg啄b = 1
2 啄T

sTTkbgT啄 s (10)

可得壳条内梁单元在壳条节线位移广义坐标系中的几何刚度矩阵为:
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ks
bg = TTkbgT (11)

基本单位子矩阵为: ks
bg,mn = TT

mkbgTn (12)

3摇 梁壳复合有限条总势能

由弹性力学能量原理可求得壳条弹性势能 Us,梁单元的弹性势能 Ub 及壳条外力势能 W[6],梁壳复合有

限条总势能等于弹性势能、附加应变能及外力势能之和:
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式中:ks 为壳条刚度矩阵;ks
b 为梁单元在壳条节线位移参数广义坐标中的刚度矩阵;qe 为壳条分布荷载系

数;n 为一个梁壳复合有限条中梁单元的个数.
由式(13)得梁壳复合有限条的几何刚度矩阵为:

kcg = ksg + 移
n

i = 1
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bg (14)

4摇 横向连接拉杆的处理

设编号为 H 的槽身壳条与拉杆相连,拉杆离散后与壳条相连的梁单元编号为 E,节点为 e 和 f,其中节点

e 为壳条节线上的一点. 梁单元 E 节点位移 啄E
b 与壳条 H 节线位移参数 啄H

s 满足关系[6]:

啄E
b =

啄e
b

啄{ }f
b

=
Tc啄H

s

啄{ }f
b

(15)

设 kE
bg为梁单元 E 的几何刚度矩阵,可将其记为:
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式中:ke
bg,kef

bg,kfe
bg,kf

bg分别为梁单元几何刚度矩阵 6伊6 的分块矩阵. 则梁单元 E 附加应变能计算如下:
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由上式可以看出,对于横向连接拉杆梁单元 E 的附加应变能可作如下描述:附加应变能由 3 部分组成,
即与之相连接的壳条 H 引起的附加变形势能、梁单元节点 f 引起的附加变形势能,以及壳条 H 与梁单元 E
相互作用引起的附加应变能. 整体结构计算时,梁单元 E 的节点 f 的位移作为整体结构的单独自由度来处

理. 计算所得的矩阵 kEs
bg经坐标转换后,将其中的各元素计入整体几何刚度矩阵相应位置.

5摇 弹性稳定分析的基本方程

把局部坐标系内的节线位移、刚度矩阵及荷载转换到结构整体坐标系中去,然后利用编码法[10] 可建立

多厢矩形槽槽身整体的位移列阵、刚度矩阵和荷载列阵. 设组集后槽身整体位移列阵为 啄,刚度矩阵为 K,几
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何刚度矩阵为 KG,外荷载列阵为 F. 则整个结构的应变能等于各单元应变能之和:

装 = 1
2 啄TK啄 + 1

2 啄TKG啄 - 啄TF (18)

摇 摇 由最小势能原理知势能的一阶变分等于 0,得弹性稳定问题的基本方程:
(K + KG)啄 = F (19)

摇 摇 弹性稳定临界状态的特点是:即使外荷载 F=0,结构仍能维持一定的变位,即 啄屹0. 如果纵向荷载按比

例因子 姿 增加,则如上方程即转换为弹性稳定分析的广义特征值问题[9]:
K + 姿KG = 0 (20)

6摇 算例验证

6. 1摇 算 例 1
某矩形薄板,长(a)、宽(b)均为 2 m,厚度 t 为 0. 2 m,对边简支,沿宽度均匀承受 60 MPa 的纵向压力,弹

性模量为 3. 25伊107 MPa,泊松比为 0. 167. 为增强薄板的稳定性,可在薄板纵向或横向布置加劲肋. 利用梁壳

复合有限条法,沿宽度划分为 5 个壳条,计算不同长宽比时薄板的稳定系数,并与铁摩辛柯解[11] 相比较,计
算结果列于表 1.

表 1摇 薄板屈曲系数

Tab. 1摇 Buckling coefficients of thin plate

a / b
无摇 肋

铁摩辛柯解 本 文 解 相对误差

纵向加肋

铁摩辛柯解 本 文 解 相对误差

横向加肋

铁摩辛柯解 本 文 解 相对误差

1. 0 4. 530 4. 549 0. 004 8. 259 7. 961 0. 036 4. 547 4. 557 0. 002
1. 2 3. 143 3. 169 0. 008 5. 961 5. 750 0. 035 3. 158 3. 177 0. 006
1. 4 2. 307 2. 333 0. 011 4. 489 4. 333 0. 035 2. 319 2. 340 0. 009
1. 6 1. 765 1. 788 0. 013 3. 495 3. 376 0. 035 1. 775 1. 794 0. 010
1. 8 1. 393 1. 414 0. 015 2. 795 2. 702 0. 033 1. 401 1. 420 0. 014
2. 0 1. 128 1. 146 0. 016 2. 285 2. 211 0. 032 1. 135 1. 150 0. 013

可见,本文解与铁摩辛柯解最大相对误差为 0. 036,说明应用梁壳复合有限条法分析加肋薄板的弹性稳

定是适合的,精度满足工程计算要求. 随着薄板长宽比的增加,稳定系数逐渐降低,就单根加劲肋而言,纵向

加肋效果优于横向加肋.
6. 2摇 算 例 2

南水北调中线双洎河渡槽初步设计槽身为预应力两厢矩形槽,单跨长 30 m,设计水位为 6. 58 m,两端简

图 1摇 槽身横截面

Fig. 1摇 Cross鄄section of aqueduct

支. 每槽净宽 7. 0 m;边墙净高 7. 9 m,厚 0. 6 m;隔墙厚 0. 9 m;
底板厚 0. 4 m,沿槽身纵向每隔一段距离布有侧肋、横梁及拉

杆. 分别利用梁壳复合有限条法和 ANSYS 程序进行如表 2 所示

的多工况下槽身的弹性稳定分析. 应用 ANSYS 程序分析时,采
用块体单元划分结构[12],并进行了单元加密计算,以验证有限

单元法的有效性. 利用梁壳复合有限条法计算时,按照等效荷载

法计算节线处预应力效应[13] . 2 种方法计算得出的各工况下槽

身弹性稳定系数见表 2.
通过对计算数据分析可得如下结论:
(1)梁壳复合有限条法计算多厢矩形槽槽身弹性稳定分析时具有与 ANSYS 程序分析相同的精度,可以

作为有限元法的替代方法.
(2)理论上,计算级数 m 取值越大,计算精度越高. 但实际计算中,随着级数项的增加,计算量也成倍增
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加,因此级数 m 的取值应以满足精度要求为准. 算例中 m 取到 25 时精度已经足够.
(3)正常使用时,风荷载及人群荷载对槽身内有横向拉杆弹性稳定影响不大.
(4)随着槽内水位的增加,槽身弹性稳定系数降低,但屈曲模态没有变化. 图 2(a)绘出了工况 5 一阶屈

曲模态的水平面投影,工况 2,3,4 与之相同.
(5)图 2(b)绘出了工况 1 一阶屈曲模态的水平面投影,对比图 2(a)和(b)知:预应力作用不仅降低了

槽身弹性稳定系数,而且一阶屈曲模态也发生了变化,说明在预应力逐步作用过程中,槽身结构体系受力状

况发生了转变.
(6)各种计算工况下结构自身并无变化,只是荷载情况不同,表 2 计算结果的差异主要是由荷载矩阵计

算形式不同引起的.
表 2摇 计算工况及槽身弹性屈曲系数

Tab. 2摇 Working cases and buckling coefficients of aqueduct

荷摇 载 工 况 1 工 况 2 工 况 3 工 况 4 工 况 5 工 况 6
自重 姨 姨 姨 姨 姨 姨

设计水深 摇 摇 姨 姨 摇 摇
满槽水深 摇 摇 摇 摇 姨 姨
人群荷载 摇 姨 摇 姨 摇 姨
风 荷 载 摇 姨 摇 姨 摇 姨
预 应 力 摇 姨 姨 姨 姨 姨
ANSYS 解 377. 9 276. 9 172. 2 173. 7 167. 0 167. 1
本 文 解 392. 1 282. 8 175. 1 176. 6 168. 7 170. 1
相对误差 0. 038 0. 021 0. 017 0. 017 0. 010 0. 018

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 工 况 5摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 工 况 1

图 2摇 槽身屈曲模态

Fig. 2摇 Buckling mode of aqueduct

7摇 结摇 语

应用梁壳复合有限条法计算多厢矩形渡槽槽身弹性稳定时,具有单元划分简单、数据输入少、计算效率

高的优点,精度满足工程要求. 算例 2 所选渡槽为实际工程设计方案,在正常使用状况下弹性稳定系数较大,
不会发生失稳破坏. 施工过程特别是槽身预应力张拉过程中的稳定性问题及动力稳定性问题应作进一步研究.
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Elastic stability analysis of multi鄄trough rectangle aqueduct
by beam鄄shell compound finite strip method

XU Wei1,2, XU Jian鄄guo2, WANG Bo2

(1. School of Civil Engineering, Zhengzhou University, Zhengzhou 摇 450001, China; 2. School of Water
Conservancy & Environment, Zhengzhou University, Zhengzhou摇 450001, China)

Abstract: A mathematical model using the beam鄄shell compound finite strip method is developed to study the
elastic stability analysis of multi鄄trough rectangle aqueducts. The model takes some impacts of transverse stiffeners
and crossbars into account. The principle of minimum potential energy is used to deduce the eigenvalue equation for
elastic stability problems. To verify the accuracy and efficiency of the beam鄄shell compound finite strip method, a
comparison of the theoretical results of the stability analysis for a rectangle plate with transverse stiffeners is made
and the numerical solution of the stability analysis for an actual aqueduct is calculated through the model and other
methods. The stability analysis results of an actual aqueduct show that the buckling coefficient decreases as the
water level increases while buckling mode remains constant; and the prestressed load has a great impact on not only
the buckling coefficients but also the buckling modes.

Key words: aqueduct; elastic stability; beam鄄shell compound finite strip; transverse stiffener; crossbar
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