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摘要: 紊动黏性项对水流方程数值求解的稳定性至关重要. 采用基于无结构网格的有限体积法对方程进行离

散,对流项的界面通量采用 Roe 格式的近似 Riemann 解计算,紊动黏性项采用单元交界面的平均值估算,底坡源

项则采用特征分解法处理. 应用该模式模拟了圆柱绕流,模拟结果与实际情形较相符. 对港珠澳大桥的海中人

工岛水域的潮流运动进行了有效模拟,结果表明该模式能够较好地模拟出水建筑物附近水域复杂的水流结构.
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计算浅水动力学在数值离散方法上先后经历了有限差分法、有限元法和有限体积法等. 有限体积法是一

种结合有限单元法改进的有限差分法,通过对每一个控制体积积分可以严格满足物理量守恒. 在基于无结构

网格的有限体积法方面,浅水方程的数值求解研究经历了从一维、二维到三维的过程,其中单元间的界面通

量计算成为浅水方程求解的重点. 采用数值方法模拟实际水流运动时,尤其是河口海岸地区大范围的水体运

动,往往忽略紊动黏性项在浅水方程中的作用. 这主要是因为在模拟大水体运动过程中,计算网格较粗,浅水

方程中的对流项占主要作用,有无紊动黏性项模拟计算结果的差别很小. 但对于小范围的水体,如模拟出水

建筑物(尺寸以米计)周围的水体运动时,紊动黏性项在水流方程中所起的作用将会突显出来. 因此,在模拟

尺寸较小建筑物周围水体的运动时,需考虑有紊动黏性项时浅水方程的数值求解.
基于无结构网格离散计算区域、采用有限体积法求解浅水方程的过程中,数值通量的计算非常重要[1] .

数值通量的求解方法有多种,如 Roe 格式的近似 Riemann 解[2]、HLL 格式[3]及算术平均等格式. 浅水方程中

的源项处理也很关键,若简单处理则可产生多变地形下静水虚假流动现象[4],较常见的做法是参照对流项

特征向量的分解形式对源项进行分裂[5] . 紊动黏性项中含有偏微分二次项,对计算单元积分后将面积分转

化为沿单元边界的线积分后仍含有一次微分项,这是紊动黏性项在浅水方程求解过程中不易处理的主要原

因之一. 本文采用单元交界面的平均值计算该界面紊动黏性项的数值通量,对于微分项则采用类似有限元的

方法处理,从而实现带有紊动黏性项的浅水方程的数值求解. 耿艳芬[6] 等采用不考虑紊动黏性项的浅水方

程对桥墩等出水建筑物进行了水流模拟. 本文将采用类似的计算方法结合考虑浅水方程的紊动黏性项计算

模拟出水建筑物附近的水流形态.

1摇 控 制 方 程

在平面尺度远大于垂直尺度情况下,可用平面二维浅水方程描述计算水域的水流运动. 考虑到水流紊动

因素的影响,水流控制方程可表示为:
坠U
坠t + 荦E = S + 荦Ed (1)
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图 1摇 水深相关量

Fig. 1摇 Related physical factors about depth
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式中:全水深 d = h + 浊,h 为水平面以下水深,浊 为水面波动

(见图 1);u,v 分别表示 x,y 方向的流速.
水流运动方程的紊动扩散项表示为:

Ed = (Fd,Gd), Fd =
0

着xd坠u / 坠x
着yd坠v / 坠

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

y
, Gd =

0
着yd坠u / 坠x
着yd坠v / 坠

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

y

(3)
式中: 着x,着y 分别为 x,y 方向的水流涡黏系数,这里取各向同性,即 着x = 着y = 着,着 = kdU*,U* 为摩阻流速,可

表示为 U* = n g(u2 + v2)
d1 / 6 .

摇 摇 源项 S 表示为: S = S0 + Sf =
0

gd(S0x + Sfx) + fv
gd(S0y + Sfy)
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式中:S0x,S0y分别是 x,y 方向的倾斜效应项即河床底部高程变化, S0x = - 坠zb / x,S0y = - 坠zb / y,zb 为河床底面高

程;Sfx,Sfy 则是 x,y 方向的底摩擦效应项,Sfx = -
n2u u2 + v2

d4 / 3 ,Sfy = -
n2v u2 + v2

d4 / 3 ,n 为曼宁系数; f 为柯氏系

数,f = 2棕sin椎,棕 为地转速度,椎 为当地地理纬度.

2摇 数 值 求 解

为便于计算,统一采用三角形单元对计算区域进行离散,并将单一的网格单元作为控制元,物理变量配

置在每个单元的中心. 对式(1)在计算域内积分,利用 Green 公式将面积分化为线积分,可得: 坠
坠t乙赘Ud赘 +

矣
坠赘
(E·n)dl = 乙

赘
Sd赘 + 矣

坠赘
(Ed·n)dl ,对第 i 个单元积分,结果可表示为:

坠Ui

坠t Ai + 矣
坠赘i
(E·n - Ed·n)dl =

乙
赘i
Sd赘i ,Ai 为第 i 个单元面积,l 为三角形边长,对应三角形有 矣

坠赘i
(E·n - Ed·n)dl =移

3

k = 1
(Ek·nk - Ed

k·nk) lk .

图 2摇 左右单元关系

Fig. 2摇 Relation between left element and right element

2. 1摇 对流项数值通量计算

求解三角单元某边(如图 2 中单元 i 和 j 的交界边 l,R
和 L 分别表示边 l 两侧)通过的对流项数值通量可采用 Roe
格式的近似 Riemann 解,计算形式如下[7]:

E·n = 1
2 [(E·n) R + (E·n) L - 驻E*] (5)

(E·n) R 和(E·n) L 分别为交界边两侧的数值通量,驻E*为

两侧通量的修正值,表示为:

驻E* = 移
3

k = 1
琢k 姿k ek (6)

式中:姿k 和 ek(k=1,2,3)分别为对流项特征矩阵 A 的特征值和特征向量,满足 驻E = A驻U. 矩阵形式如下:
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矩阵中的 軈u,軃v 和 軃c 采用质量加权平均计算,表达如下:

軈u =
uR dR + uL dL

dR + dL

,軃v =
vR dR + vL dL

dR + dL

,軃c =
g(dR + dL)

2

矩阵 A 的特征值为: 姿1 = 軈unx + 軃vny + 軃c,摇 姿2 = 軈unx + 軃vny,摇 姿3 = 軈unx + 軃vny - 軃c . 对应的特征向量为: e1 = (1,

軈u + 軃cnx,軃v + 軃cny) T,e2 = (0, - 軃cny,軃cnx) T,e3 = (1,軈u - 軃cnx,軃v - 軃cny) T . 各项相应系数分别为: 琢1,3 = 驻d
2 依

1
2軃c

[驻(du)nx + 驻(dv)ny - (軈unx + 軃vny)驻d],琢2 =
1
軃c
([驻(dv) - 軃v驻d]nx - [驻(du) -軈u驻d]ny),(驻(·) = (·)R -

(·) L)
2. 2摇 紊动项数值通量计算

对于含有二次偏导数的紊动项采用界面平均值进行计算,这样有利于简化处理方式、提高计算效率和保

持计算精度[8] .
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图 3摇 计算单元物理量关系

Fig. 3摇 Physical relation among computed elements

对于上式中的偏导数可用如下方式求解:

坠c
坠( )x i

= 1
Ai
乙
A

坠c
坠xdA 抑

c1驻y1 + c2驻y2 + c3驻y3

Ai

坠c
坠( )y i

= 1
Ai
乙
A

坠c
坠ydA 抑

c1驻y1 + c2驻y2 + c3驻y3

Ai

其中: 驻y1 = y3 - y2, 驻x1 = x3 - x2, c1 = (cL1 + cR1 ) / 2;
驻y2 = y1 - y3, 驻x2 = x1 - x3, c2 = (cL2 + cR2 ) / 2;
驻y3 = y2 - y1, 驻x3 = x2 - x1, c3 = (cL3 + cR3 ) / 2.

黏性项计算格式: 着d 坠u
坠( )x i

抑 着di
u1驻y1 + u2驻y2 + u3驻y3

Ai
(9)

2. 3摇 源 项 计 算

源项可分解为底坡项和阻力项,即 S = S0 + Sf . 阻力项 Sf = (0, - gdSfx, - gdSfy) T ,该项可直接求解. 若
同时考虑出水建筑物壁面的摩擦阻力[9],模型中将位于壁面处单元的摩阻项变为:

Sfx = - gdu u2 + v2 n3 / 2
b

d +
n3 / 2
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式中:nb,nw 分别为河床底部和边壁侧面的糙率;Ai 为第 i 个单元的面积;lk 为第 k 条边的长度,该边标志为

固体边界.
底坡项 S0 = (0,ghS0x,ghS0y) T . 为保持求解格式的平衡性,采用类似对流项矩阵特征向量分解形式分裂
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底坡项:S0 = 移
3

k = 1
茁kek,其中 茁1 = 1

2
軃c驻h,茁2 = 0,茁3 = - 1

2
軃c驻h . 对其采用迎风处理平衡界面通量[10]:

B = 移
3

k = 1

1
2 (1 - sign(姿k))茁kek (12)

摇 摇 将计算区域用三角形单元进行剖分,对每个三角单元采用上述方式计算对流项、扩散项,底坡源项,结合

求解水域的初始条件和边界条件,最终计算形式可表示如下:

Un+1
i = Un

i - 驻t
Ai

移
3

m = 1

1
2 (E·n) L + (E·n) R - 移

3

k = 1
(琢k 姿k - (1 - sign(姿k)))e( )k l( )m

n
-

摇 摇 摇 驻t
At 移

3

m = 1

1
2 ((Ed·n) L + (Ed·n) R) l( )m

n
+ 驻t(Sf) n

i

(13)

3摇 计 算 实 例

3. 1摇 圆 柱 绕 流

圆柱绕流算例可用来检验计算模式对水流激波的捕捉能力,圆柱尾流范围可检验水流方程中紊动黏性

项的作用效果. 在此考虑恒定流的圆柱绕流形态,模拟矩形水槽长 2 000 m,宽 1 000 m,圆柱直径 150 m,圆
柱周围水域采用三角形网格剖分,网格最小边长 5. 0 m. 水槽两端采用恒定水位控制:上游水位 5. 5 m,下游

5. 0 m. 从图 4 的流态分布来看,圆柱迎水面对称分流,圆柱背水面的尾流范围长约 3 倍半径,圆柱迎水面和

尾流区内流速均比较小,圆柱两侧水域流速较大. 图 5 为圆柱周围水面线分布,可见圆柱正前方和两侧分别

出现小范围的壅水和跌水,圆柱后方则出现较大范围的跌水现象,壅水区和跌水区水面水位差可达到

0. 25 m. 以上圆柱绕流流态和水面线变化均与实际情况相符,表明含有紊动黏性项的浅水方程可较真实地

反映圆柱周围复杂的水流流态.

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 4摇 圆柱绕流平面流态摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 5摇 圆柱附近水面线

摇 摇 摇 摇 摇 摇 Fig. 4摇 Flow pattern around column摇 摇 摇 摇 摇 摇 Fig. 5摇 Flow profile around column

3. 2摇 海中人工岛潮流运动模拟

港珠澳大桥东起香港机场,跨越珠江口(伶仃洋),西端分成 Y 字形,一端连接珠海,一端连接澳门. 大桥

采用桥隧结合形式,主通航区段为隧道,非主通航区段为桥梁,用东、西两人工岛实现桥隧结构转换(图 6).
数学模型计算范围覆盖整个伶仃洋河口湾[11],采用三角形网格剖分,西人工岛附近水域网格剖分效果见图

7,三角单元网格的最小边长为 10. 0 m. 在对 2004 年 6 月夏季大潮水文资料验证的基础上,对伶仃洋的潮流

运动进行了模拟,并对设计方案实施后桥区水域的潮流运动进行了模拟计算. 涨急时刻西人工岛附近水域的

平面流态如图 8 所示,潮流在人工岛迎水面分流,在背水面形成较大范围的双向回流区. 图 9 为流速等值线

图,可见,在人工岛的迎水面和背水面流速较小,其中背水面小流速区范围较大,人工岛两侧受挑流作用流速

增加较为明显,桥墩间流速也有所增加. 图 10 显示了人工岛附近水域潮位水面线分布情况,人工岛的迎水面
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有小范围的壅水,而背水面则有较大范围的跌水现象,人工岛两侧的壅水面和跌水面的潮位差达 8 cm. 可见

该模型有效地模拟出了海中人工岛附近水域较为复杂的潮流运动.

摇 摇 摇 摇 摇 图 6摇 港珠澳大桥线位示意图摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 7摇 西人工岛水域网格剖分

摇 Fig. 6摇 Position of Hongkong鄄Zhuhai鄄Macao Bridge摇 摇 摇 摇 Fig. 7摇 Grid dissected around west artificial island

摇 图 8摇 西人工岛涨急平面流态摇 摇 摇 图 9摇 西人工岛附近水域流速分布摇 摇 图 10摇 人工岛附近潮位水面线分布

Fig. 8摇 The flood flow pattern around摇 摇 摇 Fig. 9摇 The flow distribution around摇 摇 摇 Fig. 10摇 The tidal level distribution
west artificial island摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 west artificial island摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 around west artificial island

4摇 结摇 语

采用无结构网格可以比较真实地拟合出水建筑物的形状和尺寸,采用有限体积法则可提高数学模型计

算的精度和效率. 在对实际河流海岸工程模拟的过程中,尤其是模拟出水建筑物附近水体运动时,紊动黏性

项在浅水方程中所起的作用将会突显. 在对浅水方程求解过程中,单元界面紊动黏性项的数值通量通过交界

面两侧的平均值来估算,对于积分转换后的一次微分项采用类似有限元的方法计算,从而实现了浅水方程紊

动黏性项的求解. 应用该模式对水槽中的圆柱绕流和港珠澳大桥海中人工岛的潮流运动进行了模拟,结果表

明该模式可用于实际工程水流运动的数值模拟研究.
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Numerical solution to the shallow water equation with diffusion motion

HE Jie1,2, XIN Wen鄄jie1,2

(1. Nanjing Hydraulic Research Institute, Nanjing摇 210029, China; 2. State Key Laboratory of Hydrology鄄Water
Resources and Hydraulic Engineering, Nanjing摇 210029, China)

Abstract: The diffusion motion is one of the important items in the shallow water equations, and it is a crucial
factor for the stability to simulate the shallow water flow in numerical model. In this paper, a 2D model for the
simulation of shallow water flow by convection and diffusion over variable bottom is presented, which is based on a
finite volume method over triangular unstructured grids. The format of Reo's approximate Riemann is adopted to
solve the flux terms. And the bed slope source term is treated by use of flux eigenvector. For the diffusion terms,
the divergence theorem is employed to obtain the derivatives of a scalar variable on each triangular cell. Then, the
flow around a pillar is simulated, in which flow pattern is similar with the actual flow. Lastly, the tidal flow around
an artificial island in HongKong鄄Zhuhai鄄Macao Bridge is simulated successfully. So the model can be applied to
simulate the complicated current structure in the water area around hydraulic projects.

Key words: diffusion motion; shallow water flow; finite volume method; unstructured grids; artificial island
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