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非结构化网格下求解二维浅水方程的和谐 Roe 格式
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摘要: 为保证底坡源项和重力梯度项的平衡离散,采用把底坡源项分解为两不同部分单独处理的方法,在非结

构化网格上建立了求解带复杂地形的二维浅水方程数值模型. 采用 Roe 格式的计算界面通量,隐式求解摩擦力

源项以增加格式的稳定性,并给出计算格式在非结构化网格上满足和谐性条件的证明. 通过实例验证了此格式

是和谐的,并具有良好的间断捕捉能力和稳定性.
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以近似 Riemann 解为基础的 Godunov 格式求解强间断、大梯度流动的平底和无摩阻的齐次浅水方程时

得到很好的结果[1,3],但在求解有源项的二维浅水方程时,由于不能保证源项和流量梯度的平衡,所以此类

格式不具有“和谐性冶. 针对该问题,Bermudez 和 Vazquez鄄Cendon[4]引入了说明计算格式“和谐性冶的 C 特性,
即在非平底静水条件下,流速为零,水位为常数. Zhou 等[2] 采用 HLL 格式和水位梯度法处理具有复杂地形

的浅水流动时,证明了 C 特性能够得到满足,但是此方法不能直接运用到非结构化网格上. Mohamadian 等[5]

提出采用改进的 Roe 方法,能保证 C 特性,但由于压力项采用非守恒格式离散只能做到质量守恒而不能保

证全局守恒. 此外艾丛芳[6],王志力[7], Brufau[8],Liang[9],Caselles[10]及潘存鸿[11]等也都提出了各自的处理

方法.
本文采用水位梯度法处理界面处的水深,应用把底坡源项分解为两部分单独处理的技术,采用 Roe 格式

计算界面通量,在非结构化网格下建立了求解二维浅水方程的有限体积数值模型,解决了上述问题,并给出

格式满足 C 特性的数学证明. 对摩擦力源项采用全隐式离散,增加了格式的稳定性. 通过两个算例来验证本

文提出的方法是和谐的并具有良好的间断捕捉能力.

1摇 控 制 方 程

守恒型的二维浅水方程为:
坠U
坠t + ▽ E = S + ▽ Ed (1)
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其中:h为水深;u,v分别为 x,y方向的流速;g为重力加速度;上标 d表示扩散项;淄和 淄t 分别为流体和涡黏性

系数;z为底面到参考面的距离;S0x,S0y 分别为 x,y方向的底坡源项;Sfx,Sfy 分别为 x,y方向的底摩擦力源项,

分别表示为:S0x =
坠z
坠x,S0y =

坠z
坠y,Sfx = -

n2u u2 + v2

h4 / 3 ,Sfy = -
n2v u2 + v2

h4 / 3 .

2摇 数 值 离 散

为适应复杂几何形状流场的数值计算,本文采用三角形网格剖分计算域. 采用 CC(cell centre)方式的有

限体积法,把变量定义在单元的中心,单元的边界为控制体. 在每个控制体上对式(1)进行积分有

坠
坠t乙赘iUd赘 + 乙

赘i
(▽ E - ▽ Ed)d赘 = 乙

赘i
Sd赘 (2)

摇 摇 假设 Ui 为单元的平均值存储在单元的中心,利用 Green 公式,式(2)可变为

坠Ui

坠t 赘i + 乙
坠赘i
(En - Edn)ds = 乙

赘i
Sd赘 (3)

式中:赘i 为单元 i 的面积;坠赘i 为单元的边界;n 为控制边的单位外方向矢量. 式(3)中左边第 2 项可以

描述为

乙
坠赘i
(En - Edn)ds = 移

3

k = 1
(E*

k - Ed
k)驻sk (4)

摇 摇 本文采用中心格式计算界面扩散项通量 Ed
k,Roe 格式的近似 Riemann 解求解界面通量 E*

k .
2. 1摇 控制体界面的通量计算

Mohamadian 等[5]指出在求解环流问题时,中心格式能得到很好结果. 扩散通量 Ed = 0. 5(Ed
R + Ed

L) ,应
用 Roe 格式求解通量 E*

k ,可以写为:
E*

k = (F,G)*n = 0. 5[(F,G) Rn + (F,G) Ln - JRL (UR - UL)] (5)
式中:JRL为 Roe 平均的 Jacobian 矩阵,其特征值和右特征向量 R = (軇e1,軇e2,軇e3) 分别为 姿1 = 軌unx + 軇vny + 軇c,
姿2 =軌unx + 軇vny,姿3 = 軌unx + 軇vny - 軇c,軇e1 = (1摇 軌u + 軇cny) T,軇e2 = (0摇 - 軇cny 摇 軇cn) T,軇e3 = (1摇 軌u - 軇cnx 摇 軇v - 軇cny) T .

将 UR-UL 沿右特征向量方向进行特征分解有

驻U = UR - UL = 移
3

m = 1
琢mem (6)

式中: 琢1,3 =
hR - hL

2 依 1
2 c~

[((hu) R - (hu) L)nx + ((hv) R - (hv) L)ny - (軌unx + 軇vny)(hR - hL)] (7)

摇 摇 摇 琢2 = 1
c~
[((hv) R - (hv) L - 軇v(hR - hL))nx - ((hu) R - (hu) L - 軌u(hR - hL))ny] (8)

将式(5)代入式(6),界面通量可以表示为

E* = (F,G)*n = 0. 5 (F,G) Rn + (F,G) Ln - 移
3

m = 1
姿m 琢m軇e[ ]m (9)

2. 2摇 底坡源项的处理

在求解守恒型非平底浅水流动方程时,由于重力项(0. 5gh2)和底坡源项的离散往往不能保证平衡,所
以在数值模拟中不能保证计算格式的和谐性. 为了使采用的底坡源项处理方法具有和谐性,采用高阶准确的

插值方法来计算界面两侧的水位值,这是由于在静水条件下有 驻h=0,所以 C 特性的证明与界面两侧变量值

的选取精度无关. 在水位梯度法[2]中,单元界面处采用水位来计算界面处值,对标量水位 浊,界面两侧的 浊L

和 浊R 通过 资 方法[12]来计算,因篇幅限制,不详细说明. 一旦求解出 浊L,水深可由hL = 浊L+ze 求得,其中 Ze 为

界面中点处底面与参考面的距离. 在静水条件下,浊L =浊R =浊0,这里 浊0 表示常水位,从而得到 hL = hR =浊0 +z0,
故在界面处有 驻h=0,这是本文方法保持 C 特性的关键.
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利用散度理论来计算三角形单元 i 上标量的偏导数值. 在三角形控制单元 i,采用把底坡源项分解为 A1

和 A2 两部分单独处理,具体如下:

gh 坠z
坠x = g 坠(hz)

坠} x
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- gz 坠h坠} x
A2

= 0. 5g 坠(hz)
坠x + 0. 5g 坠(hz)

坠x - gz 坠h坠x

摇 摇 = 0. 5g 坠(hz)
坠 üþ ýï ï ï ï x
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下面给出本文方法保持 C 特性的证明.
在静水条件下有: hR

1 = hL
1 = h1,hR

2 = hL
2 = h2,hR

3 = hL
3 = h3,浊1 = 浊2 = 浊3 = 浊0 . 在式(3)x方向的动量方程中,

左端第 2 项变为乙
赘i
[坠(0. 5gh2) / 坠x]d赘,在控制体 i 上 x 方向的动量方程离散有

(uh) n+1
i 赘i = (uh) n

i 赘i - 0. 5g驻t(h2
1驻y1 + h2

2驻y2 + h2
3驻y3) + 驻t赘i(B1 + B2 - B3)摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇

摇 摇 摇 摇 = (uh) n
i 赘i - 0. 5g驻t(h1驻y1(h1 - z1) + h2驻y2(h2 - z2) + h3驻y3(h3 - z3)) + 驻t赘i(B2 - B3)

摇 摇 摇 摇 = (uh) n
i 赘i - 0. 5g驻t(h2(h1 - z1)驻y1 + h2(h2 - z2)驻y2 + h3(h3 - z3)驻y3) + 驻t赘i(B2 - B3)

摇 摇 摇 摇 = (uh) n
i 赘i - 0. 5g浊0驻t(h1驻y1 + h2驻y2 + h3驻y3) + 驻t赘i(B2 - B3) (11)

(B2 - B3)赘i = 0. 5ghi((h1 - 浊1)驻y1 + (h2 - 浊2)驻y2 + (h3 - 浊3)驻y3) - 0. 5gzi(h1驻y1 + h2驻y2 + h3驻y3)
摇 摇 摇 摇 摇 = 0. 5g(hi - zi)(h1驻y1 + h2驻y2 + h3驻y3) + 0. 5g浊0hi(驻y1 + 驻y2 + 驻y3)
摇 摇 摇 摇 摇 = 0. 5g浊0(h1驻y1 + h2驻y2 + h3驻y3) (12)

摇 摇 将式(12)代入式(11),有 (uh) n+1
i 赘i = (uh) n

i 赘i . 式(3)y 方向动量方程的证明同上,有(vh) n+1
i 赘i =

(vh) n
i 赘i, 所以 C 特性得到满足,证毕.

2. 3摇 底摩擦源项的处理

底摩擦的处理对计算格式的稳定性影响较大,本文采用全隐式离散,增加格式的稳定性. 式(3)可以分

解为两个偏微分方程组

dUi

dt = Sf,i (13)

坠Ui

坠t 赘i + 乙
坠赘i
(En - Edn)ds = 乙

A
S0,idA (14)

方程(14)采用显式求解,方程(13)用隐式求解,通过 Taylor 公式展开整理有:

I - 驻t
坠Sn

f,i

坠
æ
è
ç

ö
ø
÷

U
驻ui = 驻tSn

f,i (15)

式中:n 表示时刻;I 为单位矩阵; 驻Ui = Un+1
i - Un

i . 底摩擦源项对 驻U 贡献可以通过式(15)解得.

3摇 算 例 验 证

3. 1摇 静 水 问 题

本算例用来检验计算格式的和谐性. 计算域为正方形,0臆x臆1 m 和 0臆y臆1 m. 底高程为

zb(x,y) = max[0,0. 25 - 5((x - 0. 5) 2 + (y - 0. 5) 2)] (16)
摇 摇 初始条件为静水,即水位 H=0. 1 m,流速 u = 0,v = 0. 图 1 中的(a)和(b)给出水位等值线和速度矢量,
(c)和(d)给出水面变化,图 1(a)和(c)是本文方法计算的结果,图 1(b)和(d)为没有特殊源项处理的 Roe
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方法计算的结果,通过比较能够看出,本文的方法在求解非平底的浅水流动问题时是和谐的.

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 水位等值线摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 速度矢量

摇 摇 摇 摇 摇 摇 (c) 摇 本文方法计算的水面变化摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (d) 摇 没有特殊源项处理的水面变化

图 1摇 封闭水池的水位等值线、流速矢量和水面变化

Fig. 1摇 Iso鄄contour water levels, velocity field and free surface in a closed pool

3. 2摇 溃坝波在三角形挡水建筑物中的传播

通过这个算例来检验模型处理实际物理问题的能力. 物理模型由一个蓄水池和一个矩形渠道构成(见
图 2).

图 2摇 实验模型及测点(单位:m)
Fig. 2摇 Geometry of the experimental model and location of the gauging points (unit: m)

计算初始时,蓄水池水深为 0. 75 m,渠道水深为 0. 计算域由 4 000 个三角形单元所覆盖,底面糙率为

0. 012 5. 图 3 给出了测点 G4,G10,G13 和 G20 的本文计算水深和测量水深变化过程的比较. 可见,三角形挡

水建筑物前的测点计算结果能准确地反映溃坝波的传播,测点 G13 位于挡水建筑物的顶端,因此是关键测

点,从验证结果看其干湿界面的变化是合理的;测点 G20 计算值与测量值稍有差别,但是水体的总量为小

量,可以忽略不计,这或许跟浅水方程忽略了垂向非静压运动有关.
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摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 测点 G4摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 测点 G10

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 测点 G13摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 测点 G20

图 3摇 测点 G4, G10, G13, G20 的计算水深和测量水深

Fig. 3摇 Calculated and measured water depth at gauging points G4, G10, G13 and G20

4摇 结摇 语

针对浅水流动具有复杂区域和地形等特点,本文采用特殊的底坡源项处理技术,克服了简单处理源项出

现不和谐的缺点,非结构化网格下建立了求解二维浅水方程的和谐 Roe 格式. 为了增加格式的稳定性,底摩

擦源项采用隐式求解. 通过实例验证,此计算格式是和谐的并具有良好的间断捕捉能力和稳定性.
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Well鄄balanced roe鄄type scheme for 2D shallow water
flow using unstructured grids

LV Biao, JIN Sheng, AI Cong鄄fang
(Dalian University of Technology, State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian 摇 116024,
China)

Abstract: In order to establish the balance between the bed slope source terms and the gravity gradient terms, a
method to treat the bed slope source terms considering different components of the bed slope term separately is
proposed in this paper. The paper develops a numerical model for solving two dimensional shallow water flow
equation with complicated topography over unstructured grids. The Roe忆s approximate Riemann solver is used in the
calculation of interface flux. The implicit method is used to calculate the friction source terms and enhance the
stability of calculation. It is confirmed by an algebraic manipulation that the proposed scheme is well balanced. The
good quality of the results is illustrated by means of two examples.

Key words: bed slope source term; unstructured grid; Roe忆 s scheme; shallow water flow equation;
balance discretization
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